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奥 大 利 亚 “数据 收 集 和 表征 ”录像 课 的 特点 及 局 示 
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TIMSS 1999 的 录像 研究 揭示 了 不 同 国 家 和 
地 区 数学 课堂 教学 的 共性 和 差异 , 为 这 些 国家 
和 地 区 的 数学 教学 提供 了 重要 的 参考 出 .虽然 
TIMSS 1999 录 像 取样 分 布 于 整个 八 年 级 中 , 而 
目 杀 六 了 该 年 级 的 主要 教学 内 容 , 但 由 于 不 同 国 
家 和 地 区 八 年 级 的 教学 内 容 不 尽 相 同 , 因此 , 选 
择 一 个 公共 的 内 容 进行 比较 是 不 可 能 的 . 为 进 一 
步 考 察 茶 一 数学 主题 的 具体 教学 情况 , 需要 采用 
个 案 研究 的 方法 .下面 对 澳大利亚 TIMSS 1999 
的 一 节 统 计 录 像 课 “数据 的 收集 和 表征 ”进行 分 
析 , 以 期 对 我 国 统计 教学 有 所 启示 . 

一 、 教学 过 程 

根据 TIMSS 1999 录像 报告 分 析 , 澳大利亚 
的 课堂 活动 主要 有 公共 活动 和 个 人 活动 两 种 形 
式 . 公共 活动 指教 师 或 学 生 (一 个 或 多 个 ) 在 课堂 
教学 中 表达 自己 对 某 一 问题 的 看 法 ; 个 人 活动 指 


学 生 独 自 活动 或 多 人 进行 小 组 活动 , 教师 在 教室 


巡回 走动 , 对 学 生 个 别 指导 或 与 学 生 讨 论 问 题 . 
下 面 根据 这 两 种 课堂 活动 回顾 这 节 课 的 主要 教 
学 过 程 . 

公共 活动 : 教师 给 出 9 个 简单 计算 问题 , 要 求 
学 生 迅 速写 出 结果 . 教师 念 完 题目 后 , 在 黑板 上 
给 出 了 答案 , 并 针对 学 生出 现 的 错误 作出 分 析 . 
之 后 教师 以 讲 故事 的 形式 提出 一 个 新 闻 题 : 一 块 
巧克力 饼干 中 至 少 应 该 有 3 片 巧克力 在 里 面 , 这 
才 是 正常 的 . 如 果 烤 6 块 饼干 , 那么 需要 多 少 片 
巧克力 才能 保证 每 块 饼干 中 至 少 有 3 片 巧 克 力 ? 
现在 做 一 个 模拟 实验 , 使 用 肉 子 来 模拟 巧克力 ， 
骨 子 上 面 的 数字 为 饼干 中 的 巧克力 片 数 ， 接 下 
来 , 教师 给 学 生 分 发 学 习 单 和 山子 ， 


个 人 活动 : 学 生 两 人 一 组 开始 操作 , 一 人 滚 
动 角子 , 男 一 人 在 学 习 单 中 的 “饼干 "* 上 记录 数字 . 


教师 提醒 学 生动 作 快 些 , 不 要 起 记得 到 的 巧克力 
总 数 要 保证 每 块 饼 于 中 至 少 有 3 片 巧克力 
公共 活动 : 各 小 组 计算 6 块 饼干 上 的 数字 之 


和 , 教师 把 这 些 结 果 写 在 黑板 上 , 依次 是 :25, 27 
22, 36, 25, 29, 26, 33, 43. 教师 要 求学 生根 据 这 
些 数据 , 列 一 个 频数 分 布 表 . 

个 人 活动 : 当 学 生 独 立 列 频数 分 布 表 时 , 教 - 
师 在 黑板 上 列 出 下 面 的 表 1, 要 求学 生 填 写 相 应 
内 容 . . 

公共 活动 教师 读 出 表 中 的 栏目 学 生 填 写 
数据 , 最 后 得 到 频数 为 14, 数据 总 和 为 428. 然 ， 
后 , 教师 要 求学 生 求 出 表示 集中 趋势 的 三 个 数 : 平 
均 数 .中 位 数 和 众 数 . 

表 1 巧克力 的 频数 分 布下 


巧克力 数 (2) [频数 (7) | Je [ 标 积 频数 (2 
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22 


频数 (f) | fz 
一 12 
1 |43 
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个 人 活动 : 学 生 独 自在 自己 的 本 子 上 计算 平 
均 数 ,中 位 数 和 众 数 . 教师 询问 学 生 是 否 有 困难 . 

公共 活动 : 教师 问 中 位 数 是 什么 ? 一 学 生 同 
答 : 中 间 的 数 . 教师 指出 , 因为 这 组 数据 共有 14 
个 数 , 不 能 得 到 一 个 正中 间 的 数 , 因此 , 需要 把 
第 7 个 数 和 第 8 个 数 加 起 来 , 求 出 平均 数 , 得 到 一 
个 数 , 这 就 是 中 位 数 . 最 后 , 求 出 平均 数 为 30.57， 
中 位 数 为 28.5, 众 数 为 25. 

个 人 活动 : 教师 要 求学 生计 算 箱 线 图 (box- 
and-whisker plot) 的 五 要 索 : 最 小 数 、 第 一 个 四 
分 位 数 、 中 位 数 、 第 三 个 四 分 位 数 和 最 大 数 , 教 
师 走 到 学 生 中 间 , 解释 第 一 个 四 分 位 数 的 求法 ， 
即 把 14 个 数 分 成 两 部 分 , 左右 各 有 7 个 数 , 第 1 
至 第 7 个 数 的 中 点 是 第 4 个 数 , 即 为 第 一 个 四 分 
位 数 . 同 理 , 可 以 求 出 第 三 个 四 分 位 数 .，. 
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公共 活动 : 教师 把 学 生 求 出 的 五 要 索 写 在 黑 
板 上 , 即 最 小 数 22, 第 一 个 四 分 位 数 25, 中 位 数 
28.5, 第 三 个 四 分 位 数 36, 最 大 数 43. 

个 人 活动 : 教师 要 求学 生 作 一 个 箱 线 图 , 并 
提醒 学 生 自 己 确定 刻度 作 图 , 他 问 学 生 :“ 起 点 从 
什么 地 方 开 始 呢 ?” 

公共 活动 : 教师 和 学 生 共 同 讨论 箱 线 图 的 作 
法 . 教师 在 峙 板 上 示范 作出 巧克力 片 数 的 箱 线 
图 , 如 图 1 所 示 . 


图 1 

教师 给 每 个 学 生发 了 一 个 图 形 计算 器 , 演示 
上 述 所 做 的 箱 线 图 . 在 教师 的 引导 下 , 学 生 一 步 
步 地 得 到 了 巧克力 片 数 的 一 组 数据 . 

在 利用 计算 器 模拟 箱 线 图 实验 之 前 , 教师 要 
求学 生 对 所 得 结果 作出 解释 :“ 你 认为 需要 多 少 巧 
克 力 才能 确保 每 块 饼干 中 至 少 有 3 片 巧 克 力 2 
学 生 回答 , 大 约 30 片 , 原因 是 算出 来 的 平均 数 是 
30.57. 教师 问 , 为 什么 选择 平均 数 , 而 不 选择 众 
数 呢 ? 由 此 展开 讨论 , 学 生 结 合 个 人 的 经 历 发 表 
自己 的 看 法 , 直至 下 课 铃声 响起 . 

二 、 特 征 分 析 

根据 TIMSS 1999 录 像 研 究 报告 , 数学 课堂 
教学 特征 可 以 从 课堂 教学 结构 .课堂 教学 活动 和 
课 党 教学 实践 三 个 方面 进行 分 析 . 

1. 关于 课堂 教学 结构 

本 节 课 记录 的 教学 时 间 共 为 43117”, 其 中 复 
习 24'15”, 介绍 新 内 容 8'47", 练习 新 内 容 10'157. 


教师 在 复习 上 用 时 较 多 , 介绍 新 内 容 用 时 反而 较 


少 . 这 说 明 , 这 节 课 更 强调 对 已 经 学 过 内 容 的 复 
习 . 

在 复习 阶段 , 不 仅 练习 了 9 个 简单 计算 问题 ， 
还 通过 巧克力 饼干 这 样 一 个 现实 生活 中 的 问题 ， 
进一步 复习 和 巩固 了 平均 数 、 中 位 数 和 众 数 的 概 
念 ， 同时, 教师 提出 了 本 节 课 的 学 习 目 标 , 他 告 
诉 学 生 , 我 们 所 要 做 的 是 一 个 模拟 实验 , 需要 自 
己 去 收集 相关 的 数据 , 并 用 统计 方法 表示 出 来 . 

新 内 容 的 介绍 主要 是 箱 线 图 的 学 习 . 箱 线 图 
是 基于 5 个 数 的 图 形 概括 : 最 小 数 、 第 一 个 四 分 
位 数 、 中 位 数 、 第 三 个 四 分 位 数 和 最 大 数 . 在 作 
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图 过 程 中 , 学 生 讨 论 了 刻度 的 大 小 , 教师 在 黑板 
上 示范 了 箱 线 图 的 作法 . 

对 新 内 容 的 练习 主要 利用 图 形 计算 器 模拟 
箱 线 图 实验 . 遗憾 的 是 , 在 最 后 阶段 , 由 于 学 生 
联系 各 自 不 同 的 生活 经 历 , 对 所 得 结果 解释 过 多 ， 
最 终 没 有 完成 箱 线 图 的 演示 过 程 . 不 过 , 从 另外 
一 个 方面 来 看 , 这 样 做 使 得 学 生 把 数学 与 现实 生 
活 产生 了 联系 , 不 再 认为 数学 是 一 门 孤立 的 学 科 . 

2. 关于 课堂 教学 活动 

在 两 种 课堂 教学 活动 中 , 公共 活动 主要 是 师 
生 互 动 , 个 人 活动 主要 是 一 个 人 或 两 个 人 的 活动 . 
总 体 来 看 , 两 种 课堂 活动 之 间 发 生 10 次 转换 . 在 
课堂 活动 的 过 程 中 , 学 生 的 认 知 活动 也 在 发 生变 
化 . 根据 Mooney 提出 的 统计 思维 发 展 框架 , 可 
以 把 学 生 的 认 知 活动 分 为 4 个 过 程 加; (1) 描 述 数 
据 : 能 够 收集 和 确定 数据 ; (2) 组 织 和 简化 数据 : 
用 一 个 概要 的 形式 管理 、 分 类 和 合并 数据 ; (3) 
表征 数据 : 用 图 表 的 形式 哇 现 数据 (如 折线 图 、 
直方 图 等 ); (4) 分 析 和 解释 数据 : 从 一 个 图 表 中 
识别 数据 的 发 展 趋势 、 作 出 推 斯 或 预测 . 分 析 结 
果 见 表 2 所 示 . 

表 2 ”课堂 活动 持续 的 时 间 及 学 生 的 认 知 活动 


从 表 中 可 以 看 到 , 在 两 种 课堂 活动 中 , 累计 
用 时 最 多 的 是 公共 活动 (26'30”). 实际 上 , 在 公 
共 活 动 中 , 教师 不 断 与 学 生 交流 , 形成 师 生 互动 ， 
单纯 的 教师 讲授 已 经 很 少 了 .即使 在 学 生 个 人 
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活动 中 , 教师 也 经 常 参与 其 中 , 询问 学 生 遇 到 的 
困难 , 进行 个 别 指导 . 在 师 生 互动 过 程 中 , 教师 
的 干预 激发 了 学 生 的 认 知 活动 , 使 学 生 的 统计 思 
维 从 低 水 平 发 展 到 高 水 平 , 经 历 了 描述 数据 、 组 
织 和 简化 数据 、 表 征 数据 、 分 析 和 解释 数据 四 个 
过 程 . 

3. 关于 课堂 教学 实践 

由 于 数学 教学 在 很 大 程度 上 是 通过 数学 问 
题 来 实施 的 , 因此 , 课堂 教学 实践 的 主要 特征 是 
数学 问题 的 呈现 及 其 解决 的 方法 . 本 节 课 涉及 到 
的 数学 问题 主要 有 两 个 : 一 个 是 确定 巧克力 饼干 
中 的 巧克力 片 数 , 另 一 个 是 构造 箱 线 图 . 在 第 一 
个 问题 中 , 要 求 滚动 散 子 足够 多 的 次 数 , 以 确保 
最 后 得 到 的 巧克力 能 分 成 6 份 , 每 份 至 少 有 3 片 巧 
克 力 , 而 不 必 顾 虑 某 块 鲜 干 中 巧克力 的 多 少 . 例 
如 , 教师 对 一 个 学 生 说 , 如 果 第 5 块 饼干 中 的 巧 
克 力 为 10 片 , 这 也 没关系 . 当然 , 这 就 意味 着 , 某 
一 块 饼干 中 的 巧克力 片 数 少 于 3 片 也 是 可 以 的 . 
在 第 二 个 问题 中 , 学 生 可 以 自己 创造 表示 数据 的 
刻度 , 数据 的 起 点 和 终点 也 由 自己 确定 , 例如 可 
以 从 22 开 始 , 至 43 结 束 ; 或 从 1 开始 , 至 50 结 束 . 
但 是 , 比较 好 的 刻度 是 从 20 至 44. 由 此 可 见 , 这 
是 两 个 开放 性 的 数学 问题 , 给 学 生 提 供 了 采用 不 
同方 法 独立 解决 数学 问题 的 机 会 . 

三 、 对 我 国 统计 教学 的 启示 

上 述 特征 分 析 表 明 , 该 节录 像 课 虽然 也 存在 
一 些 不 足 , 但 还 是 有 不 少 值得 我 们 学 习 和 借鉴 的 
地 方 . 结合 我 国 的 统计 教学 , 提出 如 下 教学 建议 : 

1. 箱 线 图 的 才 学 要 提前 

箱 线 图 显示 出 一 组 数据 的 中 位 数 及 数据 的 
离散 情况 , 它 的 最 大 优点 是 在 表示 集中 其 的 同时 ， 
又 能 揭示 出 数据 的 离散 情况 , 这 是 其 它 统计 图 所 
不 具备 的 功能 . 国外 的 统计 教学 , 较 早 使 用 箱 线 
图 表示 数据 , 大 多 在 八 年 级 出 现 , 还 有 些 在 九 年 
级 出 现 . 而 我 国 对 箱 线 图 的 介绍 较 晚 , 中 学 统计 
教学 对 箱 线 图 未 作 要 求 。 大 学 的 概率 统计 教学 ， 
直至 2008 年 在 盛 驰 等 编写 的 高 等 学 校 教材 《 概 
率 论 与 数理 统计 》( 第 四 版 ) 中 , 才 新 增加 了 箱 线 
图 的 内 容 , 用 于 描述 随机 变量 分 布 的 性 质 . 我 们 
应 及 早教 给 学 生 这 种 表示 数据 的 方法 , 不 仅 使 数 
据 的 描述 更 为 直观 , 统计 量 的 计算 更 加 方便 , 而 
且 能 了 解数 据 的 分 布 情况 及 其 性 质问 . 

2. 发 挥 计算 机 模拟 实验 的 功能 
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统计 概念 的 教学 不 应 该 从 数学 理论 开始 , 而 
更 多 地 借助 于 模拟 实验 . 在 目前 的 统计 教学 中 ， 
模拟 实验 已 经 越 来 越 普遍 了 ， 模 拟 实验 是 解决 
数学 问题 的 重要 工具 , 能 帮助 学 生 构 建 对 抽象 概 
念 的 深刻 理解 . 模拟 实验 让 学 生 看 到 的 是 一 个 
动态 的 过 程 , 而 不 是 静态 的 画面 . 我 国 统计 教学 
中 都 介绍 了 利用 计算 机 计算 统计 景 的 方法 , 但 没 
有 运用 于 模拟 实验 . 事实 上 , 计算 机 模拟 实验 为 
学 生 的 探究 活动 提供 了 有 力 的 帮助 , 特别 是 在 处 
理 具有 和 否定 假设 (what if not) 的 问题 上 更 有 优 
势 . 例如 , 如 果 改 变 了 箱 线 图 的 五 要 素 , 那么 箱 
线 图 的 形状 将 会 发 生 什么 变化 呢 ? 要 检验 这 样 
的 问题 , 可 以 利用 计算 机 模拟 实验 直观 地 表现 出 
来 . 我 们 在 统计 教学 中 , 要 充分 发 挥 计算 机 模拟 
实验 的 功能 , 并 让 学 生理 解 模拟 实验 的 意义 ， 

3. 提高 师 生 互动 的 有 效 性 , 发 展 学 生 的 统计 

统计 思维 不 同 于 数学 思维 , 它 往 往 是 学 生 在 
解决 现实 世界 问题 的 过 程 中 逐步 发 展 起 来 的 . 在 
统计 活动 中 , 很 多 学 生 能 成 功 地 概括 和 表征 数据 ， 
然而 , 很 少 有 学 生 能 对 自己 获得 的 统计 结果 作出 
正确 的 解释 , 并 得 出 令 人 信服 的 结论 . 他 们 只 
机 械 地 完成 了 整个 程序 , 而 认 知 水 平 没有 得 到 进 
一 步 的 提高 . 在 师 生 互动 的 课堂 活动 中 , 教师 起 
主导 作用 . 在 很 多 情况 下 , 师 生 互动 是 贝 教师 的 
提问 引导 的 . 因此 , 在 统计 教学 中 , 教师 应 该 提 
出 有 一 定价 值 的 问题 , 并 给 学 生 提供 讨论 和 交流 
的 时 间 和 机 会 , 以 及 让 他 们 参与 一 些 有 认 知 需求 
的 活动 , 以 此 提高 师 生 互动 的 有 效 性 , 达到 发 展 
学 生 统 计 思 维 的 目的 . 
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这 党 教 学 设计 要 有 学 生 参 与 的 空间 
200062 上 海 市 曹杨 二 中 黄 挟 


一 、 教 学 目标 的 定位 设计 

在 设计 等 比 数列 的 一 堂 复习 课时 , 笔者 把 教 
学 目标 定 为 把 非 等 比 数列 的 问题 转化 为 等 比 数 
列 来 解决 , 其 中 的 知识 点 是 等 比 数列 的 通 项 公式 
与 求 和 公式 , 解 题 的 思想 方法 是 化 归 法 . 下 面 是 
教学 过 程 的 设计 . 

笔者 先 设计 这 样 两 个 例题 : 

例 1 已 知 数列 {an} 满足 al = 1，an+l = 
2an 十 1, 求 an 和 "的 表达 式 . 

化 归 技 巧 是 : 设 an+l 十 入 = 2(an 十 和 ), 则 
入 三 工 即 可 构 知 出 数列 {an 二 1} 是 首 项 为 2, 公 
比 为 2 的 等 比 数列 , 从 而 求 出 通 项 表达 式 an = 
2” 一 1 与 前 nn 项 和 的 表达 式 S% 一 2”+1 一 n 一 2. 

右 设 2 = an y = an+1, 则 y = 2zx 十 1 我 
们 把 这 类 问题 称 为 一 次 型 函数 问题 . 

例 2 已 知 数列 {on} 满足 a1 = 2, 其 前 ?项 
和 记 为 Sn， 且 33+1 一 257, 十 1, 求 an 和 Sn 的 
表达 式 . 

思路 1 ( 先 求 Qan, 再 求 Sn): 


由 3941 = 29， 十 1 本 QD 
当 n 之 2 时 , 35%, = 29% 1 十 1 四 
中 一 四 ,得 3an+l = 2an， 

Qn+l _ 2 
即 a 3 


由 已 知 得 a 一 -3 2 一 _1 天 2， 
1 6 3 
所 以 这 个 数列 从 第 二 项 起 为 等 比 数列 . 
思路 2 ( 先 求 Sn, 再 求 an): 
由 3Sn+1 一 2Sn 十 1, 得 Sn+1 一 和 Sn 十 二, 这 


是 关于 .Sn 的 一 次 型 函数 , 接 下 来 的 解法 同 例 1. 
人 鲍 2 与 例 1 相 比 , 是 把 通 项 的 关系 式 变 成 了 
求 和 的 关系 式 , 但 一 次 型 函数 的 模型 没有 改变 ， 
所 用 的 化 归 技巧 和 方法 也 没有 改变 , 也 是 通过 转 
化 为 等 比 数 列 来 求解 . 要 注意 的 是 思路 1 中 的 数 
列 {an} 从 第 二 项 起 为 等 比 数列 ; 思路 2 是 直接 把 
关系 式 看 成 一 次 型 函数 , 和 例 1 的 解法 思路 是 一 


样 的 . 

总 结 : 如 果 相 邻 两 项 满足 递 推 关系 式 : an+l 
二 gan +p(p € R,g € RE 有 Eg 0, 我 们 都 可 
以 求 出 这 个 数列 的 通 项 ， 当 g = 1 时 , {an} 为 等 
差 数 列 , an = aa 十 (n 一 1)p; 当 g 头 1 时 , 且 


ai # Ts {n+ -2 | 是 等 此 数列 an = 


(a + 2) q"!, 然后 再 求 它们 的 前 nn 项 和 

接 下 来 , 笔者 要 在 课堂 里 问 学 生 下 例 该 如 何 
设计 问题 . 笔者 原来 的 设计 思路 是 wan 和 Sn 混合 
型 的 例子 . 

例 3 已 知 数列 {on} 满 足 os 上 + 5 = n, 求 
Qn. 

解答 思路 : 由 an 十 Sn 一 Ro © 

当 % 之 2 时 , Qn 1 十 Sl = 二 7 一 1 © 

QD 一 四, 得 2an 一 Qn-_1 二 1, 下 面 就 化 归 为 
例 1 的 问题 了 . 接 下 来 , 笔者 再 给 学 生 列 举 混 合 
型 问题 的 例子 , 如 2010 年 上 海 高 考 文 、 理科 题 . 

文科 : 已 知 数列 {a} 的 前 nn 项 和 为 5S, 且 
Sn = nC— 5an — 35,n EN*. 

(了 ) 证 明 : {ax 一 是 等 比 数列 ; 

(2) 求 数 列 {5%} 的 通 项 公式 ， 并 求 出 使 得 
Sn+1 > Si 成 立 的 最 小 正 整数 7n. 

理科 : 已 知 数列 {an} 的 前 nn 项 和 为 Sn, 且 
Sn = Nn— 50n — 85,n EN*. 

(了 ) 证 明 : {an 一 1 是 等 比 数列 ; 

(2) 求 数列 {5%} 的 通 项 公式 , 并 求 出 ?为 何 
值 时 , 5% 取得 最 小 值 , 并 说 明理 由 . 

上 述 是 笔者 课 前 的 预 设 , 把 三 维 教学 目标 进 
行 分 解 . 如 果 能 把 知识 与 技能 、 过 程 与 方法 教学 
目标 落实 到 位 , 情感 态度 与 价值 观 的 教学 目标 就 
有 了 形成 和 立足 的 基础 . 教学 目标 的 预 设 是 课堂 
教学 得 以 展开 实现 的 前 提 , 它 的 负面 效应 是 课堂 
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教学 缺乏 生机 、 缺 乏 思 维 的 创造 力 , 在 课堂 里 , 看 
到 更 多 的 是 老师 的 讲授 , 学 生 被 老师 的 思维 这 着 
走 , 而 缺少 了 学 生生 动 的 自主 探究 . 

二 、 教学 且 标 的 创新 设计 

例 1、 例 2 都 是 一 次 型 函 数 , 例 1 是 相 邻 两 项 
的 通 项 递 推 式 , 例 2 是 相 邻 两 项 的 求 和 递 推 式 . 
我 们 如 何 来 设计 例 3 呢 ? 在 实际 课堂 中 没 想到 
学 生 并 没有 朝 笔者 设计 的 思路 走 下 去 . 有 一 位 
学 生 回答 , 下 面 应 该 设计 二 次 型 函数 的 数列 了 . 
笔者 当 寺 一 倪 , 因为 这 类 问题 不 在 笔者 这 次 课 的 
准备 之 中 , 笔者 之 前 也 没有 研究 过 这 类 数列 , 但 
笔者 没有 否定 他 , 请 他 举例 . 

学 生 设计 : 已 知 数列 {an}, al = 3，an+1l 三 
a2, 求 Qn. 

如 何 来 求解 ?学 生 说 没有 想 好 . 过 了 一 会 ， 
另 一 学 生 说 , 构造 新 数列 {lg on}, 因为 nt - 
2, 所 以 数列 {lgan} 是 首 项 为 lg3, 公 比 为 2 的 等 
比 数列 . 这 位 学 生 的 创新 思维 能 力 很 强 , 生成 了 
一 个 新 的 数列 . 笔者 也 暗暗 庆 兴 自己 顺从 了 学 生 
的 思路 , 学 生 的 创造 性 思维 火花 没有 被 扼杀 掉 . 

接 下 来 就 可 以 求 道 项 了 , 由 lgan=2" lg3 

二 lg32” 得 Qn 二 32" 

笔者 认为 学 生 设计 的 问题 和 得 到 的 解法 很 
好 , 这 个 问题 也 在 教学 目标 之 中 , 即 转 化 为 等 比 
数列 的 问题 再 进行 求解 . 虽然 第 一 位 学 生 刚 抛 
出 问题 时 思路 不 太 清 晰 , 但 在 师 生 的 共同 努力 
下 , 我 们 解决 了 问题 . 本 题 巧 就 巧 在 构造 出 了 一 
个 新 的 辅助 数列 {lg an}, 需要 一 定 的 想象 能 力 ， 
在 数学 的 探究 中 提出 一 个 有 价值 的 问题 有 时 比 
解决 一 个 问题 要 来 得 困难 . 

教师 作 归 纳 总 结 : 我 们 设计 了 简单 的 二 次 型 
落 数 的 问题 , 如 果 把 这 个 问题 推广 到 & 次 型 范 数 
的 问题 也 应 该 能 够 解决 ， 即 在 数列 {an} 中 , 已 
知 :al > 0,01 # lantl = 04, 当 q 天 0 时 ， 


Bont 一 得 经 = g #0, 生成 的 数列 figon] 
均 为 等 比 数列 . 
教师 继续 提出 这 样 的 问题 : 已 知 数列 {an} 
满足 递 推 关 系 式 : an+1 二 吧 十 Man 十 kK. 问 入 有 满 
足 什么 关系 时 , 也 能 通过 构造 等 比 数列 来 求解 
学 生 探索 : an+1 = 2 十 和 an 十 分 十 J 一 


入 - 入 和 
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里 构造 了 新 数列 人 (o 十 3)} 入 E 及 , 公 比 
均 为 2. 还 要 加 首 项 不 为 0 和 真 数 大 于 0 的 条 件 ， 
得 到 ol > -全 且 ox 关 1 一 人, 这样 对 二 次 型 函 
数 的 问题 得 到 了 较 深 一 步 的 研究 . 

这 堂 课 , 笔者 没有 按照 自己 事先 设 定 的 思路 
来 讲解 , 而 是 遵循 学 生 的 思路 另辟蹊径 , 把 教学 
目标 的 落实 演绎 得 也 很 精彩 .教师 通过 学 生 的 
想象 力 和 探究 力 , 把 学 生 引 导 到 了 一 个 对 教师 和 
学 生来 说 都 比较 新 的 天 地 . 

上 面 的 研究 美中不足 的 是 把 二 次 项 系数 设 
为 1 了, 如 果 不 一 定 为 1, 怎么 办 ? 

设 anz1 二 V02 十 和 an 十 上 4 这 是 二 次 型 函数 
的 一 般 形式 了 . 

学 生 自 主 探究 , 得 到 


2 
令 j 二 和 一 六 一 20 得 到 1g Cx 十 去 ) - 


Igv + 2lg < 其 中 v > 0. 这 又 把 问 

题 转化 为 一 次 型 勇 数 问题 .进一步 转化 ,得 到 

(ot ) Hgv=a jg on 十 亲 rel 
由 此 我 们 得 到 了 一 个 一 般 性 结论 : 


数列 {an}, 各 an+l = va2 十 Xan 十 HI7V > 0， 


2 
入 入 2 ,入 

! 和 一 人 _A 人 + 人 

和 n+1 十 和 和 ) th 2 


{1's (ont 区 tlev]} 是 首 项 为 8 (+ 过 十 
lgv, 公 比 为 2 的 等 比 数列 . 

课 后 笔者 又 布置 学 生 设计 分 式 型 函数 的 同 间 
十， 学 生发 现 具有 一 次 分 式 训 推 基 系 an+1l = 


7 ,入 Lv 天 0 的 数列 , 其 倒数 生成 的 数列 


都 可 以 转化 为 一 一 = 工 十 和 人 数列， 这 是 课 
党 里 笔者 已 经 解 尖 了 的 一 次 迎 函 数 的 问题 ,学 生 
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基于 旦 德 林 双 球 模型 的 椭圆 定义 教学 


322000 浙江 条 义乌 市 第 四 中 学 陈 锋 浙江 省 义乌 中 学 王 芳 


历史 上 , 古 希 腊 人 先是 从 圆柱 或 圆锥 的 截 口 
上 发 现 椭圆 . 公元 前 3 世纪 , 阿波 罗 尼 斯 (Apol- 
lonius) 在 《圆锥 曲线 》 中 采用 了 截 线 的 定义 , 并 
由 多 个 命题 导出 椭圆 焦 半 径 之 和 等 于 常数 这 一 
性 质量 . 如 图 1, 点 O 为 权 圆 的 中 心 ， 4B 为 椭 国 
的 长 轴 , 及 和 及 为 焦点 , AC 和 BD 与 4B 季 直 ， 
点 了 为 椭圆 上 异 于 A、B 的 任意 一 点 , 椭圆 在 点 P 
处 的 切线 分 别 与 4C 和 BD 交 于 点 C 和 点 D. 过 
点 及 作 玉 PP 的 平行 线 , 交 DC (或 DC 的 延长 线 ) 
于 点 到 过 点 O 作 瑟 P 的 平行 线 , 交 CD 于 点 G,， 
因 ZRPG = ZRLG, 故 PR = LF, FIGJ1 
CD. 阿波 罗 尼 斯 证 明和 AGB = 90°. 故 己 zi 十 
PF 一 了 站 + P= 20G= AB. 


1 

17 所 纪 , 荷兰 数学 家 舒 腾 (F. van Schooten， 
1615 ~ 1660) 给 出 了 椭圆 的 三 种 作 图 工具 , 其 中 
一 种 即 利用 了 焦 半 径 之 和 为 常数 的 性 质问 . 法 国 
数学 家 洛 必 达 (M. de 工 Hospital, 1661 ~ 1704) 
在 《圆锥 曲线 分 析 》 中 抛弃 了 阿波 罗 尼 斯 的 截 线 
定义 , 将 椭圆 定义 为 平面 上 到 两 定点 距离 之 和 等 
于 常数 的 动 点 轨迹 加 . 直到 1822 年 , 比利时 数学 
家 旦 德 林 (G. P. Dandelin, 1794 ~ 1847) 在 一 
篇 论文 中 才 利 用 图 锥 的 两 个 内 切 球 , 直接 在 圆锥 


TAA A A AA A A 


的 想象 空间 又 有 了 新 的 延 拓 . 
要 学 生 也 来 参与 课堂 教学 的 设计 , 教师 首先 
要 有 一 个 教学 目标 的 设计 , 在 教学 目标 实施 的 过 


上 导出 燃 圆 的 焦 半 径 性 质 , 从 而 证 明了 截 线 定义 
与 轨迹 定义 的 统一 性 . 

人 教 A 版 高 中 数学 课程 标准 实验 教科 书 之 
“选修 2-1” 中 ,“ 椭 圆 及 其 标准 方程 一 节 先 直接 
给 出 椭 癌 的 画 法 , 再 给 出 椭圆 的 定义 . 调查 表明 ， 
学 生 对 此 心 存疑 惑 : 课本 上 的 椭圆 画 法 是 怎么 产 
生 的 ? “平面 与 圆锥 的 截 痕 , 与 按照 课本 定义 画 
出 来 的 曲线 是 一 样 的 吗 ? 圆锥 曲线 为 什么 要 用 
这 样 的 定义 呢 ?” 冉 这 些 疑 惑 源 于 教学 中 对 椭圆 
知识 发 生 过 程 的 忽略 . 

笔者 借鉴 椭圆 知识 发 生 和 发 展 的 历史 , 运用 
发 生 教 学 法 , 在 浙江 省 某 重点 中 学 实施 了 一 次 教 
学 实验 , 取得 很 好 的 效果 . 本 文 给 出 课堂 实录 片 
段 和 教学 反思 . 

1. 课堂 实录 

首先 通过 PPT 放映 的 球 在 太阳 下 的 影子 图 
片 , 引导 学 生 观 察 球 在 水 平地 面 上 影子 轮廓 的 形 
状 . 学 生 很 快 回答 说 , 轮廓 是 椭圆 . 显然 , 学 生 很 
热 悉 生 活 中 的 “ 椭 贺 ”. 

师 : 为 了 让 大 家 看 得 更 清楚 些 , 我 们 做 一 个 
模拟 实验 , 用 手电 简 模 拟 太 阳光 照射 小 球 . 

当 平行 光 垂 直 于 课 面 照射 时 , 球 在 桌面 上 的 
影子 的 轮廓 是 什么 形状 ? 

生 : 圆 . 

师 : 很 好 , 那加 的 圆心 在 哪里 ? 

生 : 哦 , 就 是 球 与 桌面 相 切 的 切 点 . 

师 : 也 就 是 说 , 圆 上 的 点 到 切 点 的 距离 是 定 
值 . 

当 平行 光 开 始 从 斜 照射 时 , 球 的 影子 轮廓 上 
的 点 到 切 点 的 距离 显然 已 经 不 是 定 值 , 那 它 还 有 
没有 其 它 规律 可 循 呢 ? 

(教师 用 几何 画 版 模拟 平行 光照 射 球 的 过 程 ， 


dd 


程 中 , 以 问题 的 设 问 和 变换 为 契机 , 不 断 地 发 现 
新 的 问题 ， 激发 学 生 设 计 问 题 的 想象 能 力 和 解决 
问题 的 创新 能 力 . 
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在 立体 几何 图 形 上 探究 各 个 几何 元 素 之 间 的 关 
系 .) 

下 面 , 我 们 用 几何 画板 动画 模拟 平行 光照 射 
球 的 过 程 , 如 图 2. 

师 : 实际 上 , 椭圆 形 影 子 的 轮廓 是 由 一 束 特 
殊 的 平行 光照 射 在 平面 上 产生 的 . 这 一 东 特 殊 
的 平行 光 可 以 看 成 是 一 个 与 球 相 切 的 圆柱 面 这 
时 候 , 椭圆 形 影 子 的 轮廓 可 以 看 成 ……… ? 





图 2 


生 : 圆柱 面 与 平面 的 交 线 (平面 与 圆柱 面 鹤 
出 来 的 ). 

师 : 很 好 . 我 们 设 球 与 平面 的 切 点 为 王 , 在 轮 
廓 上任 取 一 点 乙 , 连结 PF, 经 过 已 点 的 光线 忆 O 
与 球 相 切 于 点 @. 当 点 书 在 椭圆 上 运动 对 , 有 哪 
些 点 、 线 . 面 的 位 置 与 长 度 在 变化 , 而 哪些 关系 没 
有 变 ? 

(学 生 观 察 动画 , 思考 并 整理 , 由 于 前 面 的 手 
电 简 照射 球 实验 , 学 生 把 目光 都 集中 在 点 了 了, 和 
线段 PF 上 .) 

生 1: 线段 PF 的 长 度 在 变化 , 而 且 很 有 规律 ， 
好 像 是 先 变 长 后 变 短 ; 

生 2: 线段 PF 始终 在 平面 上 , 光线 PQ 始终 
在 圆柱 面 上 ; 

生 3: 线段 PF 都 交 于 点 下, 光线 PQ@ 始终 平 
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行 ; 

生 4: 光线 PQ 始终 与 球 相 切 , 线段 PF 也 始 
终 与 球 相 切 ; 

生 5: 线段 PQ 等 于 线段 PF; 

师 : 非常 好 . 不 论点 PP 运动 到 哪里 , 线段 PQ 
与 线段 PF 的 长 度 始 终 相 等 , 而 线段 P@ 是 圆柱 
面 上 的 平行 线 , 研究 起 来 比较 方便 . 为 了 更 方便 
地 研究 线段 PQ 长 度 的 变化 规律 , 我 们 把 圆柱 面 
竖 直 放置 , 如 图 3. 
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图 3 图 4 


(利用 事先 准备 好 的 教具 , 在 实物 上 借助 小 
纸 片 将 圆柱 面 展 开 成 平面 图 形 , 如 图 4 再 开展 
学 生 小 组 活动 来 研究 P@ 的 长 度 变化 规律 .) 

师 : ( 手 拿 实物 教 具 ) 面 对 圆柱 面 上 的 这 些 平 
行 线 , 我 们 一 般 怎么 处 理 ? 

生 : 展开 成 平面 图 形 (事先 准备 好 展开 的 纸 
片 , 用 蓝 黄 两 种 颜色 ). 

师 : 很 好 , 立体 问题 平面 化 是 我 们 常用 的 策 
略 ， 展 开 时 , 利用 前 后 对 称 性 , 其 实 只 要 展开 一 
半 ( 边 说 边 展 开 ) 

现在 我 们 在 这 个 平面 图 形 上 来 研究 线段 忆 O 
的 变化 规律 . 老师 事先 也 准备 了 很 多 这 样 的 彩 
纸 . 下 面 我 们 前 后 6 位 同学 一 组 , 每 组 两 张 不 同 
颜色 的 彩 纸 , 一 起 研究 , 看 看 大 家 能 否 发 现 有 价 
值 的 关系 或 特征 . 

(学 生活 动 5 分 钟 . 展示 3 种 不 同 的 发 现 .) 

师 : 经 过 大 家 的 努力 ， 我 们 得 到 了 一 和 个 
的 方案 (图 5), 下 面 请 发 现 者 叙述 他 们 的 结 i 
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案 3 
图 5 

生 5: 拼 起 来 是 矩形 , 线段 长 度 之 和 为 定 值 ; 

生 6: 两 张 纸 拼 起 来 像 正弦 曲线 的 一 部 分 ; 

生 7: 两 张 纸 拼 起 来 得 到 一 个 曲 边 的 四 边 形 ， 
他 们 的 长 度 之 和 好 像 也 是 定 值 . 

师 : 我 们 分 析 一 下 这 三 种 方案 . 

生 8: 我 首先 否定 方案 2, 它 实际 上 只 是 把 圆 
柱 面 整 图 都 展开 , 没有 实质 性 进展 . 

生 9: 我 否定 方案 3, 曲 边 四 边 形 不 好 驾驭 . 

生 10: 方案 1 最 好 , 矩形 中 两 段 线段 长 度 和 
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是 定 值 , 很 对 称 . 
师 : 很 好 . 我 们 回 到 实物 模型 上 去 , 方案 1 给 

我 们 什么 局 示 ? 


生 : 在 圆柱 面 的 下 方 补 一 个 对 称 的 圆柱 面 


形成 一 个 完整 的 圆柱 面 . 

(马上 实现 学 生 的 想法 .) 

生 : 当 点 书 在 截 线 上 运动 时 ， 上 下 两 段 线段 
之 和 始终 不 变 . 

师 : 很 好 , 我 们 再 一 次 回 到 动画 中 , 下 方 补 一 
个 圆柱 面 (图 6)， 当 点 尸 运动 时 ,|PQ@Q| + |PR| 
是 定 值 . 根据 对 称 性 , 上 面 有 一 个 球 与 截面 相 切 





图 6 


生 : 下 面 也 有 一 个 球 . 

师 : 很 好 , 我 们 设 球 O2 与 截面 相 切 的 切 点 为 
,根据 前 面 的 分 析 , 我 们 可 以 得 到 什么 关系 ? 

生 : PE = PR. 

生 : 哦 , 原来 |PE| 十 |PF| 是 定 值 (学 生 们 不 
约 而 同 地 喊 了 出 来 )! 

师 : 对 , 这 个 性 质 对 椭圆 上 所 有 的 点 都 成 立 
[本 ? 

生 : 成 立 . 

师 : 毕 竞 本 圆 是 平面 图 形 , 我 们 把 这 个 椭圆 
所 在 的 平面 拿 出 来 . 从 度 二 的 角度 来 看 , |PE| 十 
|IPF| 是 定 值 (动画 演示 , 如 图 7). 

师 : 当 截 面 的 角度 发 生 改 变 时 , 椭圆 的 大 小 
发 生变 化 , 我 们 再 来 看 看 |PB| + |PF| 是 不 是 者 
为 定 值 (动画 演示 ). 

师 : 通过 试验 , 我 们 发 现状 个 檐 圆 体系 都 有 
这 样 的 特性 : 都 存在 两 个 定点 忆 、F, 使 得 椭圆 上 
所 有 的 点 也 满足 |PB|+ |PF| 是 定 值 . 我 们 把 这 
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两 个 定点 叫做 椭圆 的 焦点 , 通常 用 访 、 忆 表示 . 
那么 , 我 们 可 以 给 椭圆 下 一 个 什么 样 的 定义 呢 ? 





PE+PF=7.84cm 
图 7 

生 : 平面 上 到 两 定点 的 距离 之 和 为 定 值 的 点 
的 轨迹 叫 椭圆 . 

师 : 很 好 , 这 位 同学 提 到 了 在 平面 内 , 考虑 到 
椭圆 是 平面 图 形 . 下 面 请 同学 们 翻 到 书本 第 38 页 
认真 阅读 椭圆 的 定义 这 一 - 段 内 容 . 

师 : 请 大 家 思考 ， 为 什么 这 个 常数 要 大 于 
[FF2l? 

生 : 因为 在 三 角形 中 两 边 之 和 要 大 于 第 三 边 . 

师 : 对 , 看 来 我 们 给 一 个 数学 概念 下 定义 时 ， 
要 注意 措辞 的 精确 性 . 

师 生 : 我 们 把 平面 内 与 两 个 定点 玉 、 肥 的 
距离 之 和 等 于 常数 (大 于 | 所 |) 的 点 的 轨迹 叫 
做 椭圆 . 这 两 个 定点 叫做 椭圆 的 焦点 , 两 焦点 间 
的 距离 叫做 椭 加 的 焦距 . 

生 : 丹 德 林 双 球 试验 里 上 下 两 个 球 与 截面 的 
切 点 就 是 截面 椭圆 的 焦点 。 也 就 是 说 球 与 地 面 
的 切 点 就 是 表 影 轮廓 椭圆 的 焦点 . 

2. 设计 意图 说 明 

本 节 诬 采用 了 发 生 教学 法 . 从 生活 中 的 椭圆 
入 手 , 重 构 历史 , 让 学 生 经 历 从 截面 定义 到 书本 
定义 的 知识 发 生 过 程 , 基于 旦 德 林 双 球 实验 , 开 
展 学 生 探 究 数学 实验 等 一 系列 活动 . 

人 教 和 版 选修 2-1I 的 课 后 探究 与 发 现 专门 
介绍 了 在 圆锥 内 的 旦 德 林 双 球 模型 , 教材 的 编者 
也 想 让 学 生 了 解 这 段 著名 历史 , 但 是 基于 难度 较 
大 , 需要 花 较 多 的 教学 时 间 , 不 得 已 将 这 段 内 容 
放 在 课 后 阅读 材料 中 .本 节 课 采用 以 下 方法 来 
突破 旦 德 林 球 这 一 难点 : 第 一 , 采用 圆柱 内 的 瑟 
德 林 双 球 模型 , 上 下 两 个 球 是 等 半径 的 ; 第 二 , 关 
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键 环节 运用 实物 演示 实验 , 设计 学 生 探究 活动 ; 
第 三 , 利用 几何 画板 , 富有 立体 感 地 展现 各 几何 
元 素 之 间 的 关系 和 动态 的 运动 过 程 . 教学 时 间 的 
问题 与 上 述 难 点 突破 是 相辅相成 的 , 笔者 第 一 次 
上 这 节 课 时 , 由 于 启发 不 到 位 需要 花 痪 大 量 的 时 
间 来 完成 整 节 课 , 并 且 学 生 的 学 习 效果 并 不 好 ， 
但 是 通过 改进 教学 流程 , 取得 了 理想 的 效果 . 

关于 几 个 教学 难点 , 说 明 如 下 . 

(1) 关 于 手电 简 照 射 球 的 实验 . 

球 在 斜 射 阳光 的 照射 下 , 影子 是 椭圆 这 个 带 
实学 生 是 认同 的 , 但 从 中 抽象 出 旦 德 林 单 球 模型 
是 很 难 想到 的 . 我 们 知道 , 球 与 地 面 的 切 点 就 是 
椭 因 的 焦点 , 在 本 节 课 中 , 这 个 切 点 的 作用 至 关 
重要 . 但 由 于 切 点 淹没 在 黑暗 中 , 被 球 挡住 了 ， 
不 便于 观察 , 也 很 难 去 注意 它 , 因此 要 在 图 2 中 
弄 清 楚 各 种 几何 要 素 的 相互 关系 就 更 难 了 . 笔 
者 第 一 次 上 实验 课时 , 让 学 生 寻 找 单 球 模型 中 的 
关系 时 , 由 于 没有 铺 热 过 , 学生 的 答案 五 花 八 门 ， 
比如 光线 越 倾斜 , 影子 拉 得 越 长 ; 光线 越 强 , 影子 
越 暗 等 . 很 少 有 学 生 能 从 相 切 , 长 度 的 角度 去 研 
究 问题 , 大 部 分 学 生 都 没 注意 到 切 点 六. 

为 此 , 笔者 设计 了 用 手电 简 照 射 球 的 现场 实 
验 , 一 是 激发 学 生 的 兴趣 , 二 是 启发 学 生 关 注 切 
点 的 重要 性 . 光线 从 垂直 照射 到 斜 射 , 影子 从 图 
变 成 椭圆 , 而 切 点 就 是 加 的 圆心 , 并 且 圆 上 的 点 
到 切 点 的 距离 是 定 值 , 倾斜 照射 时 , 切 点 还 在 , 但 
椭 阅 上 的 点 到 切 点 的 距离 已 经 不 是 定 值 了 . 那 
么 , 椭圆 上 的 点 到 切 点 的 距离 有 其 他 的 规律 吗 ? 
这 就 为 后 面 的 结论 “ 切 点 就 是 焦点 "做 了 铺垫 . 笔 
者 在 重新 上 课时 , 学 生 就 能 在 几何 画板 中 关注 到 
切 点 下 , 关注 线段 PF 与 PQ 的 长 度 关系 . 

圆 是 学 生效 知 的 知识 , 阳光 斜 射 球 , 影子 是 
椭 周 也 是 学 生 熟 知 的 现象 ， 通 过 上 述 实验 将 两 
者 联系 在 一 起 , 充分 考虑 到 学 生 的 认 知 枯 础 和 教 
学 新 知识 的 过 渡 与 衔接 . 

(2) 关于 学 生 拼 资 纸 片 的 活动 

面 对 倾 斜 的 半 个 圆柱 面 , 学 生 很 难 想到 它 的 
另 一 半 , 更 难 想到 下 面 再 来 一 个 球 , 得 到 另 一 个 
切 点 . 原因 是 多 方面 的 : 其 一 , 圆柱 面 是 倾斜 的 ， 
对 称 思 想 不 易 想到 ; 其 二 , 圆柱 面 出 现在 几何 画 
板 中 , 出 现在 学 生 的 抽象 思维 中 , 过 于 抽象 不 利 
于 学 生 思 考 ; 其 三 ，“ 们 本 的 过 程 本 身 就 很 难 . 

因此 , 为 了 减低 难度 , 首先 将 倾斜 的 图 柱 面 
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竖 直 放置 , 其 次 准备 圆柱 面 的 实物 教具 , 让 学 生 
能 看 得 到 摸 得 着 圆柱 面 , 大 家 想 办 法 . 学 生 面 对 
实物 时 马上 就 统一 意见 : 将 圆柱 面 展 开 成 平面 图 
形 试 试看 . 笔者 顺势 将 班级 分 成 若干 个 小 组 , 让 
学 生动 手 试验 , 小 组 讨论 . 学 生 的 思路 很 多 , 经 过 
比较 判断 , 大 家 能 一 致 认同 方案 1, 补 形 思 想 就 
已 经 成 型 了 . 

通过 这 样 的 学 生活 动 , 能 让 学 生 自 己 发 现 补 
形 思想 , 体验 成 功 的 快乐 , 也 能 培养 学 生 的 动手 
能 力 和 思考 能 力 . 

(3) 关于 截面 平面 化 的 动画 

旦 德 林 双 球 试验 是 立体 几何 的 方法 , 而 教材 
上 呈现 的 是 椭圆 的 平面 画 法 . 椭圆 毕 况 是 平面 
图 形 , 因此 有 必要 将 两 者 统一 起 来 . 另外 , 用 不 
同 角度 的 光线 照射 球 , 或 者 用 不 同 倾斜 程度 的 平 
面 去 截 圆 柱 面 , 会 得 到 大 小 不 一 的 椭 回 . 有 必要 
证 实 一 下 椭圆 体系 都 满足 定义 . 

基于 以 上 两 点 , 笔者 利用 几何 画板 强大 的 动 
画 功 能 , 将 圆柱 面 上 的 截面 直观 图 道 过 一 个 动态 
的 渐变 , 变 成 平面 图 , 再 在 平面 图 上 制作 一 个 动 
画 , 通过 度量 工具 证 实 了 椭 加 上 的 点 到 两 定点 的 
距离 之 和 是 定 值 这 个 事实 , 这 就 实现 了 旦 德 林 双 
球 试验 与 教材 的 统一 ， 睫 后 通过 改变 截面 的 个 
斜 角度 , 得 到 大 小 不 一 的 椭圆 , 再 重复 上 述 动态 
的 度量 过 程 , 证 实 了 椭圆 体系 的 严谨 性 . 

3. 学 生 反 馈 

课 后 笔者 作 了 大 量 的 跟踪 调查 , 学 生 们 对 本 
节 课 中 的 各 个 环节 都 作 了 评价 . 

(1) 对 于 用 手电 简 照 射 球 的 实验 过 程 ，74%% 
的 同学 认为 能 激发 他 们 的 探究 兴趣 , 26 加 的 同学 
认为 自己 可 以 想象 , 不 需要 具体 做 这 个 实验 . 

球 在 倾斜 阳 关 的 照射 下 , 在 地 面 上 产生 椭 略 
型 轮廓 , 这 是 生活 中 很 常见 的 现象 , 这 就 是 学 生 
学 习 椭圆 的 认 知 基础 . 本 节 课 从 垂直 照射 到 倾斜 
照射 , 影子 从 圆 变 成 椭圆 , 贺 上 的 点 到 切 点 的 距 
离 是 定 值 , 到 椭圆 上 的 点 到 切 点 的 距离 不 是 定 
值 . 这 种 认 知 冲突 正 是 学 生 的 学 习 兴 趣 的 起 源 . 

(2) 对 于 书本 上 “两 个 钉子 .一 根 绳子 "的 椭圆 
画 法 的 来 历 , 83% 的 学 生 认为 很 有 必要 了 解 , 通 
过 丹 德 林 双 球 实验 更 能 理解 椭 关 焦点 的 产生 过 
程 , 更 能 理解 书本 上 椭圆 的 画 法 . 

(3) 关于 课堂 上 得 出 椭圆 定 义 的 过 程 ，64% 

(下 转 第 4-40 页 ) 
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从 偶然 中 发 现 必 然 
一 -一 道 向 量 最 值 问 题 引 发 的 思 
201505 上 海 市 训 林 中 学 李 响 顾 章 六 


1。 问题 的 起 源 

在 学 完 向 量 的 数量 积 后 , 一 位 学 生 告 诉 笔者 
他 的 一 个 小 发 现 与 疑惑 :已 知 向 量 忌 = (2,1)， 
b= (1,2), | +t0 | 的 最 小 值 与 过 + Db 
的 最 小 值 相 等 .这 相等 的 关系 是 偶然 还 是 有 内 
在 的 必然 联系 呢 ? 笔者 想 这 不 正 是 一 个 难得 的 
探究 问题 吗 ? 这 也 是 让 学 生 自主 探索 的 好 机 会 . 
于 是 抱 着 尝试 的 态度 , 在 课堂 上 选取 了 如 下 问题 
把 问题 抛 给 学 生 . 

问题 1 已 知 | 可 | = 1,|5| = 2 来 角 为 
60*, 求 | 全 +t | 与 E+ 唱 | 的 最 小 值 

—+2 


2 
解 : | 二 | = +20.b + = 


4+24t1, 所 以 当 t= 一 时 ,取得 最 小 值 为 





t@+ | = B24 = 
如 十 2t 十 4, 所 以 当 t = 一 1 时 , 取得 最 小 值 为 V3. 

之 后 笔者 提出 下 列 问题 : 

(1) 本 题 应 用 了 什么 数学 思想 方法 ? (学 生 
答 : 函数 思想 方法 ) 

(2) 如 果 将 问题 1 中 向 量 太 的 模 改 为 3， 全 
的 模 不 变 呢 ? 

学 生 求 得 当 t = 一 时 ,| 可 十 t5 | 的 最 小 


信和 是 9; 当 t = -时 i + 的 最 小 值 是 
3V3 
全 


(3) 我 们 发 现 | 到 十 t5 | 的 最 小 值 不 变 , 而 
e+ 的 最 小 值 不 同 . 这 是 巧合 还 是 必然 呢 ? 

学 生 流露 出 渴求 和 疑惑 的 眼神 ， 许 多 学 
生路 路 和 欲 试 , 有 学 生 继续 更 改 向 量 的 模 , 发 现 
| 这 + 记 | 最 小 值 仍然 保持 不 变 ， 变 化 的 还 是 
lt + | 的 最 小 值 , 于 是 提出 如 下 新 的 问题 : 


问题 2 非 零 向 量 己 与 6 的 夹 角 为 9, | 也 | 
二 m(m 为 常数 ), 则 ls 十 £5 | 的 最 小 值 为 定 值 . 

2. 新 问题 的 探究 

探究 1 教师 鼓励 学 生 先 从 特殊 情况 出 发 ， 
从 中 得 到 启发 后 , 在 师 生 的 共同 努力 下 , 得 到 了 
新 间 题 的 解答 . 过 程 如 下 : 

设 | 可 | = mo, | 了 | 二 n(m、n 为 正 实数 ) 

到 + 二 | = THB. B+ - 
n2t? + 2mn cos0 .t+ m2. 

此 消 数 是 关于 t 的 开口 向 上 的 二 次 函数 , 所 
以 在 对 称 轴 处 取得 最 小 值 . 

当 # 二 一 cos 8 时, mrt | 取得 最 小 值 . 


~ 12 
(e+ ) 


2 
=n2 (-s cos 9) +2mn cos0-( -加 Cos jz 
一 ?22(1 一 cos20) = m? .sin20. 

因为 6 e [0, 可 j, 所 以 | 如 +t | 的 最 小 什 为 
定 值 m .sinb. 

这 是 利用 基数 的 思想 方法 , 严格 地 证 明了 我 
们 的 问题 , 而 且 也 验证 了 问题 1， 如果 问题 就 此 
打住 , 那么 就 有 点 可 惜 了 ， 由 于 向 量 源 于 图 形 ， 
与 图 像 的 联系 很 紧密 , 教师 接着 追问 , 能 否 用 数 
形 结合 的 思想 方法 , 给 出 合理 的 解释 呢 ? 

探究 2 我 们 再 回 到 问题 1, 如 图 1, 根据 结 
论 ， ( +td|) ,=1xsin60"—¥, 利用 函数 
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解 得 当 t 一 一 4 时 ， (|a+ b ra 
OA = TT, OB = 3, OC = 0 ,所 以 
Tid=-04 从 图 1 清晰 地 看 出 | 如 十 
的 最 小 值 是 点 4 到 直线 OB 的 距离 , 这 符合 几何 
定理 : 直线 外 一 点 到 直线 上 点 的 连 线 跋 中 垂 线段 
最 短 . 数 与 形 达 到 了 统一 , 学 生 更 能 深刻 的 理解 
新 问题 . 
结论 1 非 零 向 量 避 与 5 的 夹 角 为 9, | 豆 | 
一 mm(m 为 常数 ), 则 | 如 +t5 | 的 最 小 信 的 几何 
意义 为 向 量 了 的 终点 到 向 量 六 的 距离 
3. Ce 
可 十 驯 | 的 最 小 值 为 
n. sin0, 9 下体 意义 是 向 量 的 终点 到 向 量 如 2 
的 距离 。 下 面 我 们 自然 想到 ， 若 向 量 4 与 加 
均 有 未 知 的 系数 ， 又 会 是 什么 情况 呢 ? 即 讨论 
za 十 yo 的 最 值 
问题 3 已 知 | 如 | = 2, |5| = 3, 夹 角 为 
450, 求 |z 台 +y | 的 最 信 ， 其 中 1 <x 2,-1 
<YyE2. 
解析 : 此 时 若 利 用 函数 思想 方法 , 我 们 需要 
求解 二 元 函数 的 最 值 , 超出 学 生 现 有 知识 范围 ， 
兰 售 助 图 像 能 在 直观 忆 肌 下 
如 图 2 04 = 2, OB = 5, OA!1 = 2, 
DB = -6, OB 了 因为 | + 
= |z® — (下 所 以 |z 台 +y5 | 的 取信 
范围 为 线段 441 上 的 动 点 尸 与 线段 BiB2 上 
的 动 点 Q 之 间 连 线 PQ 的 长 度 的 范围 . 因此 ， 
[2 避 +y 5 | 的 最 小 值 为 线 股 AC 的 长 度 V2, 最 
大 值 为 线段 A1B1、hA1B2、AB2 中 长 度 最 大 的 , 即 
zm+yD|) =max{AiBi, A1B,, AB2}. 
利用 余弦 定理 ， 
AiB! = VE + 2x4x3xcos135° = 


25 + 12V2 ~ 6.5, 
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A1B» = V42 十 62 一 2x4X6xcos45? = 


52 — 24V2 ~ 4.2, 
AB, = V2 +6 2x2x6xcos45 = 
40 — 12V2 ~ 4.8, 
所 以 (lz 4) 25 十 12V2. 
受到 问题 3 的 启发 ， 哆 和 学 生 提 出 | 我 们 可 以 
利用 向 量 法 求解 二 元 函数 的 最 值 问 题 . 
问题 4 已 知 1 2 < 2,-1<y<1, 求 函 
数 5S = z2 一 2zy 十 4” 的 最 值 . 
解 : 由 题 意 , 令 | 忌 | = 1， 5|=2 辟 与 如 
的 夹 角 为 120*，, 由 = | + 由 图 3 得 
04 =- ,OA =20,0B! = 
-所 以 2 +y | 的 最 小 值 为 线段 AC 的 


长 度 ,最 大 什 为 线 菇 A1B 的 长 度 2V5, 因此 
5 的 最 小 值 为 ,最 大 值 为 12. 





Bi © FF B 
图 3 

4。 后记 

新 课程 标准 强调 以 学 生发 展 为 本 , 确立 学 生 
学 习 的 主体 地 位 这 一 基本 理念 , 关注 学 生 的 学 习 
过 程 , 教师 应 帮助 学 生 在 学 习 过 程 中 感悟 、 体验、 
建构 并 丰富 学 习 经 验 , 实现 知识 传承 、 能 力 发 展 、 
积极 情感 形成 的 统一 . 倡导 学 生 的 自主 探究 、 实 
践 体验 、 合 作 交 流 的 学 习 方式 与 接受 性 学 习 方 
式 的 有 机 结合 , 发 展 学 生 的 创新 意识 . 

教师 的 任务 不 仅 是 让 学 生 学 到 知识 , 更 重要 
的 是 学 会 获取 知识 . 在 日 常 教学 中 , 只 要 做 一 个 
有 心 人 , 我 们 身边 的 探究 问题 随处 可 见 , 通过 探 
究 , 学 生 的 思维 得 到 了 锻炼 , 体验 了 成 功 的 乐趣 ， 
通过 合作 , 也 培养 了 学 生 的 协作 精神 . 
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在 近期 学 院 研究 生 讨论 会 上 , 一 道中 学 函数 
题 的 错 解 激 起 了 大 家 的 讨论 , 并 引起 了 笔者 对 
“ 数 形 结合 "思想 的 应 用 和 人 解 题 认 识 的 思考 .此 
题 如 下 (本 文 省 略 对 函数 周期 性 的 呈现 讨论 ): 

已 知 : 以 4 为 周期 的 函数 ， 

72V 1 一 2 (-l < x &1), 

f(x) = 

1—|z—2|, (1<z<3), 
其 中 m > 0, 若 方 程 3f(z) = z 恰 有 5 个 实数 解 ， 


() (M3); (A); | 


oD) on) 
一 、 错 误解 呈现 
首先 , 由 3f(z) = 2 知 f(z) = 3, 则 令 g(z) 


= 3 问题 转化 为 求 f(z) = 9(z) 恰 有 5 个 实数 
解 时 m 的 取 值 范围. 

其 次 , 运用 数 形 结合 的 思想 , 将 抽象 的 函数 
问题 通过 图 像 来 讨论 , 如 图 1、 图 2. 


DAA A 


和 图 2 可 知 在 [1,] 中 ， 0) 与 Ja 有 1 个 
交点 ; 在 (1L,3j 中 , g(z) 与 1(z) 有 2 个 交点 ; 所 以 ， 
只 需 讨论 (3,5] 中 的 交点 数 , 即 f(4) > g(4) 保 证 
9(<) 与 f(z) 在 区 间 (8, 中 有 2 个 交点 解 不 等 
式 f(4) > g(), 得 m > 4 对 应 选项 发 现 mm 的 
取 值 有 上 限 , 进一步 完善 g(z) 的 图 像 来 帮助 分 析 
(“延长 ”所 作 的 g(x) 直线 ). 

由 图 3, 不 禁 发 现 m 的 取 值 上 限 来 源 : f(8) < 
g(8) (在 (5, 显然 无 交点 ), 不 等 式 解 得 m < 3， 


3 
综 上 所 述 m e ($ 3); 对 应 选项 为 (C). 


3 

当 同 学 讲解 完 此 题 时 , 在 座 的 朋友 们 仿佛 对 
她 的 讲解 感到 很 自然 、 很 美好 , 而 且 选 项 (C) 也 
非常 地 和 谐 . 当 讲解 同学 看 着 大 家 如 此 沉默 后 ， 
突然 说 道 : “选项 (C) 很 美好 , 但 却 是 错 选项 , 正 
确 选项 为 (B)P 顿 时 , 同学 们 陷入 了 疑惑 的 讨论 . 
笔者 也 不 禁 自问 : 为 何 错 了 ? 错 在 哪里 ? 为 何 错 
得 如 此 美好 , 如 此 让 人 毫 无 察觉 ? 

二 、 正 解 错 中 来 

让 我 们 再 次 对 错 题 中 区 间 (7,9] 中 的 限制 条 
件 进行 分 析 (区 间 (3,4] 同 理 ): 9(8) > f(8) 的 解 
m < 3 是 错 的 , 相对 正确 解 m < V7 来 说 限制 向 
左 移动 , 为 什么 呢 ? 让 我 们 对 区 间 (7,9] 内 的 图 形 
放大 (只 限于 该 区 间 讨 论 ): 

由 图 4 可 知 , 当 g(8) = f(8) 时 , g(z) 与 f(z) 
并 非 相 切 于 1 个 点 , 而 是 相交 于 2 个 点 (其 中 1 个 
交点 为 顶点 ), 所 以 用 g(8) > f(8) 去 限制 是 不 正 
确 的 , 而 应 该 去 寻找 相 切 的 情形 . 

$7 中 一。 


图 4 图 5 
由 图 5 可 知 , 当 9g(z) 与 f(z) 相 切 时 , 切 点 并 
非 在 x = 8 处 , 而 是 在 其 左 侧 , 所 以 切 点 的 函数 
值 y < 3， 进而 可 以 排除 选项 中 mm 取 值 区 间 的 右 


端点 为 3 的 选项 ， 同 理 左 端点 也 应 该 在 4 的 左 
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侧 , 即 左 端点 为 3 的 选项 也 应 该 排除 , 易 知 正确 
选项 为 (B). 

从 " 数 形 结 合 "方法 的 实施 上 讲 , 错误 解 是 由 
于 未 能 清楚 地 作出 图 像 之 间 的 关系 , 从 而 对 不 准 
确 的 函数 图 象 进行 分 析 求解 , 陷入 了 直观 误区 : 
将 临界 点 . 切 点 、 顶点 混淆 在 一 起 ， 从 解 题 技 巧 
上 讲 , 本 题 可 以 通过 错误 解 来 排除 选项 , 所 以 本 
题 的 错误 解 是 排除 错误 选项 的 积极 、 高 效 的 方法 . 

三 、 正 确 解 分 析 

从 题目 开始 重新 思考 , 同样 运用 " 数 形 结合 
的 思想 分 析 ， 首先, 充分 认识 题目 , 尤其 是 辨析 
忆 知 中 的 " 定 条 件 "和 和 " 变 条 件 ”: 


fz) 二 1 一 |z 一 2|(1 < < 3) (周期 为 4 
本 0 = “ 恰 有 5 个 实数 所 
条 | 定 条 件 一 > 令 g(z) = 诗 3 fn) = 9(z) 恰 有 5 个 实 


fe TKR 

2 一 7mVv1L 一 22( 开 入 2 广 17m>0 

so ， 

| 阿古 |m 的 取 值 范 力 | 
其 次 到 运用 " 数 形 结合 "的 思想 方法 , 作出 说 

数 图 形 : 呈现 顺序 应 该 是 “ 先 定 再 变 ", 因为 定 条 

件 是 确定 的 图 像 , 而 变 条 件 是 不 确定 的 图 像 ( 即 

逢 要 讨论 ), 所 以 先 呈现 “ 定 条 件 ”, 再 呈现 ` 变 条 

人 wie 

1. 先 作 确定 的 g(x) 图 像 , 如 图 6; 

2. 人 / (2) 的 确定 部 分 如 图 7. 










条 作 国 你 国 7 可 以 知道 ， 区间 3 
中 g(z) 与 f(x) 必然 有 2 个 交点 , 并 且 g9(2) 与 1(2) 
的 确定 部 分 有 且 只 有 2 个 交点 . 

3. 最 后 作 F(z) 的 不 确定 部 分 (只 需 作 变化 图 
像 临界 状态 中 的 有 效 部 分 , 如 图 8). 


vy 
123456789¢% 


图 8 
由 图 8 可知 ，9g(z) 与 Az) 的 关系 :无论 
Mm 为何 值 , 9(x) 与 f(x) 在 区 闻 (0,1) 中 有 且 只 有 
1 个 交点 ; (2) 无论 mm 为 何 值 ,9g(z) 与 f(2) 在 区 
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间 (1,3] 中 有 且 只 有 2 个 交点 ， 即 在 区 间 (0,3] 中 
总 有 3 个 交点 ， 所 以 交点 数 基 的 增加 是 在 区 间 
(3, 十 00) 内 进行 的 . 

因此 , 关于 g(x) 与 f(z) 有 5 个 交点 的 讨论 转 
化 为 “g(z) 与 f(z) 在 区 间 (3, 十 oo) 中 有 2 个 交点 
的 讨论 ”. 由 于 在 区 间 (3, 十 00) 中 g(x) 与 (2) 的 
确定 部 分 无 交点 , 即 9(z) 只 可 能 与 f(z) 的 不 确 
定 部 分 相交 , 所 以 问题 再 次 转化 为 “g(x) 与 (2) 
的 不 确定 部 分 在 区 间 (3, 十 oo) 中 有 2 个 交点 的 讨 
论 ”. 

容易 发 现 , 在 区 间 (3, +co) 中 , g(x) 与 (2) 
每 相交 1 次 , 增加 2 个 交点 ; 9(X) 与 f(x) 每 相 切 1 
次 , 增加 1 个 交点 .“ 相 切 * 是 临界 状态 ,“ 相 交 ” 是 
变化 区 间 , 所 以 “ 相 切 ” 比 <“ 相 交 ?" 更 容易 把 握 和 确 
定 ， 进 而 , 我 们 将 问题 最 终 转 化 为 “求解 gtz) 与 
f(z) 的 不 确定 部 分 在 区 间 (3, 十 oo) 中 相 切 于 1 个 
点 的 情况 >: 当 9g(z) 与 f(z) 相 切 于 (3,5] 时 , 共有 
4 个 交点 ; 当 9gf{z) 与 F(z) 相 切 于 (7,9] 时 , 共有 6 
个 交点 ; 故 5 个 交点 的 情况 在 二 者 之 闻 , 即 @ 与 
@ 之 间 ( 不 包括 @ 与 名). 故 只 需求 解 相 切 时 的 
?2 值 即 可 . 

首先 , g(x) 与 f(x) 在 (3,5) 中 相 切 时 , 方程 组 

jz) =my1— (2— 4)’, 
| 9g(z) 一 环 
有 一 个 解 , 得 m = Vs 

其 次 , g(x) 与 f(x) 在 (7,9) 中 相 切 时 , 方程 组 
| f(z)=my1— (x—8)°, 


在 (7 < 2 9) 内 
g(7)= 
只 有 一 个 解 ， 得 mn 一 V7， 综 上 所 述 , m < 
,V7), 即 渤 择 (B) 
四 、 正 很 对 比 反 时 
首先 ,体现 了 认识 与 方法 的 关系 问题 . 对比 
正 、 误 解法 发 现 错 的 根源 不 在 解 题 方法 上 , 而 在 
对 题目 本 身 的 认识 理解 上 ， 学 生 对 题 二 已 知 条 
件 的 认识 是 否 明确 , 对 定 条 件 和 变 条 件 的 认识 是 


在 (3 < zx 5) 内 


否 充 分 , 对 条 件 与 问题 的 关系 是 否 清晰 , 将 直接 


影响 解 题 思路 和 方法 , 并 最 终 决 定 过 程 和 结果 . 
其 次 , 辨析 定 条 件 与 变 条 件 的 重要 性 . 充分 
认识 条 件 , 不 仅 需 要 关注 条 件 与 问题 的 关系 , 还 
需要 深入 理解 条 件 内 部 的 关系 . 对 于 有 定量 与 
变 赵 的 条 件 情 形 , 区 别 两 者 并 认识 两 者 的 关系 是 
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构 间 长 方形 求 上 自然数 蜂 和 


466001 河南 省 周口 市 川 汇 区 教 体 局 教研 室 李 世 臣 河南 省 周口 市 川 汇 区 教师 进修 学 校 苏 久 起 
形 如 Sp(n) =12 十 22 十 32 十 .… 十 mp(DE 5(L 十 二 1+1+ 二 IJ 二 1 一 


N*) 的 和 ; 大 ) 为 p 阶 目 然 i i—2 
条 上 类 和 公式 有 省 条 的 发 展厅 史 ”一方 面 折 衣 六 边 开 各 和 等 于 1 + 2 
低 阶 自然 数 短 和 公式 有 许多 种 奇 思 妙 解 , 相关 的 。 3 十 … 十 市 及 一 方面 , 大 长 方形 的 面积 等 于 
数学 家 的 智慧 依然 为 我 们 今天 的 数学 学 习 提 供 | 1 1|_ ,wntl 
了 很 好 的 借鉴 , 仍然 能 激励 我 们 变更 新 视角 、 尝 ~ 2 2 2 
试 新 证 法 , 在 享受 数学 美的 过 程 中 , 将 问题 研究 n(n+ 1 n-1 
继续 下 去 . 长 方形 是 最 简洁 、 最 直观 的 基本 图 形 ， ”= 一 一 一 
构建 基于 长 方形 的 自然 数 舌 和 几何 模型 , 采用 面 
积 重 算 原理 , 能 自然 .流畅 地 呈现 低 阶 自然 数 等 
积 的 推理 过 程 . 

n(n++1) 


(D Si(n) = 1+2+3+"+n= ee. 
如 图 1, 一 个 长 方形 被 分 为 n 行 和 nn 列 , 底 边 
的 一 行 数字 表示 对 应 的 列 宽 , 左 侧 一 列 数 字 表 示 1 1 
对 应 的 行 高 , 每 一 个 损 角 六 边 形 的 面积 等 于 损 角 图 : 
处 的 数字 , 即 所 以 Si(n) = 12 十 3 二 十 m 一 ?二 
解 题 的 关键 . 例如 , 本 题 FLz) 中 含有 参数 m, 故 。 ”不 确定 ”的 作 图 过 程 , 这 正 是 数 形 结合 "思想 方 
解 题 分 析 中 必然 含有 对 参数 的 讨论 , 而 错误 解 未 ”法 的 有 效 方式 , 也 是 问题 解决 的 一 般 认 知 策略 . 
能 很 好 地 认识 定 条 件 与 变 条 件 , 从 而 忽视 了 对 参 所 以 , 为 了 在 解 题 前 , 对 题目 有 充分 的 认识 ， 
数 m 的 讨论 . 体现 认识 的 有 序 性 和 解 题 的 计划 性 , 特 归纳 总 结 
再 者 ， 反 应 了 '" 数 形 结合 "思想 的 直观 误区 .了 * 解 题 前 奏 表 ?. 认识 的 有 序 性 .计划 性 直接 影 
错误 解 是 由 认识 不 充分 所 决定 , 而 错误 解 不 易 。”” 响 解 题 策略 的 有 序 性 、 有 效 性 .“ 解 题 前奏 表 ” 的 
发 现 是 因为 " 数 形 结合 "的 直观 误导 所 决定 ， 图 原则 是 体现 认 知 规律 : “从 已 知 到 未 知 "*、“ 从 确 
形 直观 是 " 数 形 结合 "的 优点 , 同时 也 是 导致 直观 。“ 定 到 不 确定 *”、“ 从 部 悉 到 不 熟悉 ". 认识 与 实践 
误导 的 缺点 . 学 生 只 有 充分 认识 题 干 后 , 才能 有 ”的 策略 , 即 读 题 、 解 题 的 步骤 为 :0 一 > @ 一 
效 地 实施 “ 数 形 结合 "的 方法 ; 学 生 只 有 清楚 地 作  ® 一 @ioO+e@+e@e 一 @. 
出 图 像 , 了 解 其 关系 , 才能 准确 地 把 握 问题 ， 例 
如 , 在 作画 数 图 象 的 顺序 上 , 错误 解 先 作 f(z), 即 
把 不 确定 的 f(x) 先 定 下 来 , 再 作 g(z) 讨 论 , 问题 
变 成 了 确定 条 件 的 求解 问题 ; 当 发 现 结果 与 选项 。 注意: @ 中 需要 转化 , 即将 不 郊 悉 的 条 件 化 
不 匹配 时 , 思考 、 变 动 g(z) 图 像 来 满足 讨论 需要 ， ” 归 " 为 熟悉 的 条 件 ; @ 中 需要 讨论 , 即 关键 在 于 
未 发 现 问题 本 质 , 而 只 是 在 直观 形式 上 变化 ; 然 “分 类 讨论 ”的 完备 性 与 有 效 性 , 本 题 的 正确 解 便 
而 , 正确 解 中 体现 了 “从 已 知 到 未 知 ”、“ 从 确定 到 ”是 按照 “ 解 题 前 奏 表 "展开 实施 的 . 


N= 5 


NI Mm : 
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(2) S2(n) = 卫士 2 十 入 十 二 了 
n(n + 1)(2n+1) 
ee 
如 图 2, 一 个 长 方形 被 分 为 % 行 和 % 列 , 底 边 
的 一 行 数字 表示 对 应 的 列 宽 , 左 侧 一 列 数 字 表 示 
对 应 的 行 高 , 每 一 个 拐角 六 边 形 的 面积 等 于 换 角 
处 的 数字 , 即 


2 2 
和 x (1 十 2 十 -… 十 礼 + | 1+3+. +3 
-一 一 一 


to 


ti—2 


i(i+1) i(2i—1) 2 
三 3 十 3 二 2. 


= 
3 a 


1 2 
图 2 


一 方面 , 拐角 六 边 形 的 面积 和 等 于 1 十 2 十 
32 十 … 十 n2; 另 一 方面 , 大 长 方形 的 面积 等 于 


WIN I 


2 2 
(1+2+.% + x | 1 十 了 十 十 
1 
nth) ,2+l - 2 十 DCm+D 
2 3 6 . 
所 以 121224321. .En2 一 2C2+LC2n 二 1， 
6 


2 
(3) S3(n)=13+23+33+.. .+n -二 人 

如 图 3, 一 个 长 方形 被 分 为 % 行 和 7% 列 , 底 边 
的 一 行 数字 表示 对 应 的 列 宽 , 左 侧 一 列 数字 表示 
对 应 的 行 高 , 每 一 个 拐角 六 边 形 的 面积 等 于 拐角 
处 的 数字 , 即 计 1 十 2 十 … 十 们 十 i 十 2+… 十 
(i—1)]= E+D + = = 23 

一 方面 , 拐角 六 边 形 的 面积 和 等 于 13 十 2 十 
33 十 … 十 m3; 另 一 方面 ， 大 长 方形 的 面积 等 于 
(1 十 2 十 … .十 7]X (1 二 2 十 … 十 1) 一 be "td| . 
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| 


和 一 oa 5 
(4) Ss(n) 一 14 十 2 十 34 十 .十 2 
_ n(n+D(2n+ 1)(3n? + 3n — 1) 
30 
如 图 4, 一 个 长 方形 被 分 为 有 行 和 多 列 , 底 边 
的 一 行 数字 表示 对 应 的 列 宽 , 左 侧 一 列 数字 表示 
对 应 的 行 高 , 每 一 个 拐角 六 边 形 的 面积 等 于 拐角 
处 的 数字 , 即 


xix (12 十 22 十 … 十 名 


十 认 X {1+8p+r3t..+(—) 


_6 sw ilitl)(2i+Y) 
6 
十 记 x +E (ft 和 二 一 ] 
(2 +3+D) (3 3i—1) ;4 


5 5 
一 方面 , 拐角 六 边 形 的 面积 和 等 于 1 十 2* 十 
34 十 … 十 ?4; 另 一 方面 , 大 长 方形 的 面积 等 于 


0 [era 
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nt (nt) x|1+8 (2 


= + DQn+l) 3n2+3n—1 
6 5 
_ n(n+ 1)(2n+ 1)(3n? + 3n—1) 
30 | 
所 以 1 十 2 十 3 十 … 十 n4 
_ n(n+ 12nt+ 1)(3n +3n— 1) 
30 | 
(5) Ss(n) = + +35+..-+ns 
n(n + 1)2(2n2 + 2n—1) 
= 
如 图 5, 一 个 长 方形 被 分 为 ?4 行 和 7m 列 , 底 边 
的 一 行 数字 表示 对 应 的 列 宽 , 左 侧 一 列 数字 表示 
对 应 的 行 高 , 每 一 个 拐角 六 边 形 的 面积 等 于 拐角 
处 的 数字 , 即 
3 xix(13 十 23 十 .… 十 刘 ) 
+i3 x [i++3+…+G- 功 | 


人 2 
4 xix 2 一 -人 C+D 


wx 人 1+4| 转 半 -中 


i- , 。 
_1 G+1) 3 222 — 2;—1 


3 3 

一 5. 

$xn 

有 1 

3X3 

4 

3X2 

ss 
13 23 33 和 多 3 

. 图 5 


一 方面 , 拐角 六 边 形 的 面积 和 等 于 13 十 22 十 
35 十 … :十 ?5; 另 一 方面 大 长 方形 的 面积 等 于 
(1 十 23 十 .… .十 ?3) x [+ 和 e+a+: - + 


= +t) IJ- x + (2 — 1) 
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m+tl) x 2n2 十 2n 一 1 
本 4 3 
9 十 1)2(222 + 2n— 1) 
加 12 
所 以 1 十 2 十 3 十 -… 十 ns 
_ nn2(n + (2n2 + 2n— 1) 


12 L 

观察 图 1、 图 2, 两 个 几何 模型 都 是 由 p 阶 自 
然 数 磊 作 底 构造 图 形 求 p 十 1 阶 自然 数 舌 和 , 对 
于 高 阶 的 自然 数 短 和 是 否 也 可 以 这 样 构造 呢 ? 

如 图 6, 以 p 阶 自然 数 容 为 底 边 , 左 侧 的 常数 
(待定) 表示 行 高 , 我 们 逆向 思考 问题 , 假设 第 ; 
个 拐角 六 边 形 的 面积 为 记 +1, 于 是 

kK(1? +2? 二 3? 十 … 十 名 ) 十 2P[1 十 kk(i 一 
2)] = i?t, 

“. [9p(2) + i (i — 2))k = i?(i — 1), 

一 i?(i— 1) 
Sp(i) + iP (i — 2) 


pp 
6 
赋 子 ?不同 的 整数 值 , 求 得 相应 的 £ 值 , 汇总 
得 到 下 表 1. 


表 1 
Po 2 | 3| 4 


|1|2|_6i 4 
2|3|8i—1|5i—1 | 36i3 





Eg 
一 9i2 +2 十 1 图 


从 表 1 中 的 数据 看 出 , 能 用 这 种 方法 求 和 的 
只 有 Si(n) 和 S2(n). 

对 于 图 3、 图 4、 图 5 三 个 几何 模型 , 它们 都 是 
由 p 阶 自然 数 策 作 底 构造 图 形 求 p 十 2 阶 自然 数 
赛 和 , 我 们 用 同样 的 方法 对 高 阶 自然 数 短 作 如 下 
探索 . 

如 图 7, 以 p 阶 自然 数 知 为 底 边 , 左 侧 的 常数 
(待定 ) 表 示 行 高 , 假设 第 i 个 拐角 六 边 形 的 面积 
为 记 1?. 于 是 
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ikSo(i) + iP{1l + k(2+3+.…+ (i — 1))} i2kS, (i)+iP{1+k 22+32+. .+(i—1)2]} 
一 ipP+2， — ipt3, 
“ {$5p(D) + P+3+… + (i — lk “. {[i25,(i) + i?[S2(i) — 2 —1)}k 
= iP( ~ 1), 一 说 (ia ~ 1), 
[22Sn( + i? (i — 2)(i+ 1))k iP (23 — 1) 
= 2i? (2 — 1), ”2255(i) +i?[S2(2) —2 C1] 
pp 赋 子 p 不 同 的 整数 值 , 求 得 相应 的 k 值 , 汇总 
25,(2) + (i — 2)(¢ + 1)ip-! 得 到 下 表 3. 
表 3 
nk 0 | 1 | ?2 
6i2+6i+6 | 62+6i+6 | 3i2 十 3 十 3 
5i2 十 于 十 6 | 22 十 2 十 3 
4 
3023 + 3022 十 30; 
3k 7i2 二 7i+12 |16i3 +16i2+31i 二 1 
» 由 表 3 可 以 看 出 , 不 存在 这 样 的 常数 上 使 得 


9p 3P 机 人 了 


贱 子 2 不 同 的 整数 值 , 求 得 相应 的 k 值 , 汇总 
得 到 下 表 2. 


2 2 3 一 和 
32 十 2 1+21i2 | 1 二 822 


由 表 2 可知, 这 种 构造 方法 只 适用 于 5S3(n)、 
S4(n)、 Ss(n). 












n2k np+3 
32k 
22k 
1P 2P 3P 人 np 
图 8 


顺 着 这 种 思路 , 我 们 由 2? 阶 自然 数 笑 作 底 构 
造 图 形 求 p 十 3 阶 自然 数 舌 和 , 于 是 作 如 下 尝试 . 

如 图 8, 以 p 阶 自然 数 蹇 为 底 边 , 左 侧 的 常数 
(& 待 定 ) 表 示 行 高 , 假设 第 i 个 拐角 六 边 形 的 面积 
为 PP+ .于 是 


这 种 构造 方法 成 立 . 

综 上 可 知 , 上 述 构造 方法 具有 局 限 性 , 不 能 
推广 到 一 般 情况 . 换 一 种 构造 思路 , 要 求 Sp(7)， 
则 把 所 有 比 它 小 的 低 阶 自然 数 咽 和 都 考虑 进去 ， 
经 过 探究 发 现 一 个 重要 的 几何 模型 . 

如 图 9, 把 Sp(n) 构 造成 规格 为 1? x 1, 2? x 
1, 3? x 1, .…, n? x 1 的 长 方形 的 组 合 , 在 其 上 
部 依次 补充 规格 为 (2? 一 1?) x 1, (3? 一 2?) x 2， 
(42 一 37) x 3,-…, [十 1)? 一 n?] xn 大 小 的 长 
方形 , 整个 图 形 是 由 原 有 部 分 和 补充 部 分 构成 的 
(Rw 十 1)? xn 长 方形 . 


(十 1)2 一 PP 





根据 面积 重 算 原 理 , 则 
n(n+1)? = 3 二 实 [GD 一 训 x 
t=1 


= Syp(n) 十 > [CZ li? + CP ?ip™! 
4 一 1 
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及 隔 项 问题 解法 探究 


442001 湖北 省 十 卉 市 东风 高 级 中 学 品 辉 


在 数列 中 , 有 这 样 一 类 求 数列 通 项 公式 题目 ， 
已 知 连 续 项 或 隔 项 数列 递 推 式 , 求 其 通 项 . 这 类 
题 的 解法 一 般 比 较 复 杂 . 笔者 经 过 认真 思考 , 发 
现 此 类 题 的 规律 , 现 作 此 拙 文 供 读 者 赏析 . 

1， 连续 项 问题 

1.1 含有 “Qnti 十 an 

例 1 已 知 数 列 {an}, an+1 十 Cn = 27 二 1 ， 且 
1 一 1, 求 cn. 


解法 1: anp+l 十 Qn 二 2th (1) 
Qnt2 十 Qn+l = pL (2) 
(2) 一 (1) 得 Qn — Qn 一 22 十 1 . 


© 当 n = 2k ~ 1(k € N*) 时 , 
Q2k+1 一 Q2k_1 = 2 多 
02k-1 一 QI 十 (as 一 Qi) 十 (as 一 03) 


十 (az 一 05) 十 … 十 (cak_1l — a2k_3) 





2k 
+1 
此 时 on = “一 一 (n 为 奇数 ) 
@ 当 n = 2k(k € N*) 时 , n 一 1 为 奇数 ， 
— 十 】 
Qn = 2" 一 Qn-—l 一 27 一 全 二 + 一 “+l 
(n 为 偶数 ). 
2 ll kl 
3 : ? 
nO 二 Rk N* 
Q 92n+1l1 n=2k ( < ) 


解法 2: (一 1)” (an+l 十 an) 一 (一 1)2+12n+1， 
(一 DJ?+lan41l 一 (一 na 一 (一 2)n+1. 


my A Cd di a 


+ C32 + C9 


TT 


Sp) + OB PtP 
十 ... + DP+o Di 

= (1 +p)Sp(n) + Cp-25,_1(n) 
+ + ORS2(n) + CS (n). 


令 加 = (— —1)™ Qn, 
“bn 二 十 (pz 一 bi) 十 (bs 一 2 ) 十 


十 (bn — bn— 1), 
bl+(- 2)* + (2 +.…+(-2)" 
= 了 -SC- 2)” ， 
‘+2 


点 评 : 此 题 出 现 了 Qn+1 十 an 连续 两 项 相 加 ， 
其 常规 解法 就 是 对 n% 进 行 奇偶 性 讨论 , 直观 可 行 ， 
但 分 奇偶 后 变 为 隔 项 问题 , 很 容易 出 错 . 巧妙 解 
法 通过 变形 , 使 其 成 为 我 们 常见 的 形式 , 此 题 也 
就 迎刃而解 , 形 如 :an+l 十 an = f(n) 的 数列 通 
项 公式 都 可 采用 此 法 求解 . 

1.2 含有 *“a 1 .ao 

例 2 设 {on} 是 首 项 为 的 正 项 数列 ， 且 
(n+ 1)arti ~ naz 十 an+lan = 0, 求 an- 

解 n(ai41 — a2) + anti(anti + an) = 0, 


”an > 0 Nn(an41 — an) + Qantri = 0, 
‘。  (n 十 Lian+i = nan, 
non 为 常数 列 ,an 一 工 
例 3 设 {Qn} 是 首 项 为 1, Hantl 一 Cn 十 


cn+lan = 0, 求 an. 
解 :将 cn+1 一 an 十 Qn+ian 一 0 了 两边 同 除 以 


dnt+lQn,) 





1 1 1 | 、 
一 一 三 1 | 去 上 为 等 关 数 列 
Qnt+l1 Qn Qn 
(下 转 第 4-45 页 ) 


Bh Sp(n) = ie + 1)? 一 [C8 Spa(P) 
十 … 十 Co9a(m) 二 CS 
显然 , 只 要 知道 Si(n), S2(n), Si(m)， 
代入 上 式 就 可 以 求 出 S,(n) 了 . 
参考 文献 
[1 江 晓 勤 , 薄 淑 萍 . 阿拉 伯 数 字 文 献 中 的 数 
列 求 和 公式 [四 . 数学 教学 , 2010 (3), 30 一 34. 
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一 类 向 量 系数 和 的 取 值 范围 的 简捷 解法 
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在 近年 的 高 考题 及 各 地 的 模拟 试题 中 , 多 处 
出 现 求 向 量 的 系数 和 取 值 范围 的 问题 , 而 且 以 小 
题 的 形式 出 现 , 需要 “ 巧 解 、 快 解 ", 但 绝 大 部 分 给 
出 的 解法 是 转化 为 线性 规划 的 问题 来 解 , 经 常 遇 
到 约束 不 等 式 非常 复杂 , 而 且 即 使 得 出 约束 不 等 
式 的 可 行 域 , 但 求 出 目标 函数 的 范围 难度 很 大 ， 
费时 费力 , 解 题 效 率 不 高 . 本 文 用 向 量 的 几何 知 
识 及 简单 的 平面 几何 知识 , 简单 快捷 地 解决 这 类 
问题 . 

一 、 重要 的 结论 

如 图 1, 平面 内 的 两 条 相交 直线 OP 和 OP 
将 该 平面 分 割 成 四 个 部 分 I、 页 、 IV, 设 OP = 
m0OBi + nO 及 , 则 可 以 得 到 如 下 结论 : 


I PP 


PP I 


亚 


图 1 
(1) 若 点 也 落 在 只 已 所 在 的 直线 上 时 , 则 有 
m+n 二 1 该 结论 就 是 课本 中 关于 平面 向 量 三 
点 共 线 的 一 个 重要 结论 . 进一步 拓展 后 , 我 们 容 
易 获 得 如 下 结论 : 
(2) 若 点 已 落 在 已 户 所 在 的 直线 的 上 方 时 
设 直线 OP 交 已 杞 于 五 点 , 设 和 = GH 则 


有 OB = XAOB, 设 08 = sOFP! + 10B, H、 

已 、 户 三 点 共 线 , 且 s 十 t = 1， 从 而 , OP = 
一 -一 一 一 一 -一 一 -一 

和 (sOR + OB ) =mOB' +nO 已 , 得 到 结论 


IoP| , 


(3) 同 理 , 车 点 忆 落 在 PB 所 在 的 直线 的 下 
方 , 但 位 于 过 点 O 且 平行 Pi 己 的 直线 的 上 方 时 ， 
WO<m+n<l; 

若 点 书 落 在 过 点 O 且 平行 已 严 的 直线 上 时 ， 
有 mm 十 n= 二 0; 


mn 二 nn 二 入 二 


若 点 忆 落 在 过 点 O 且 平行 已 的 直线 的 下 
方 时 , 有 mm 十 nn << 0; 

综 上 所 述 , 当 点 P 落 在 区 域 I 时 (可 以 包括 边 
界 ), 有 mn 二 入 一 A 其 中 点 五 为 直线 
OP 与 已 的 交点 , 且 当 点 P 落 在 直线 PLP 上 
时 , 有 m 十 n= 1; 点 P 落 在 直线 记忆 的 上 方 时 ， 
有 m 十 n> 1; 点 P 落 在 直线 已 已 的 下 方 时 , 有 
0 < mm 十 n < 1. 这 是 个 非常 重要 的 结论 (针对 
其 它 区 域 可 得 相应 的 结论 ), 尤其 在 解决 下 列 回 
题 非常 简捷: 设 向 量 OB = mOR + nO 忆 , 且 
点 忆 在 题 设 条 件 所 给 的 区 域 运动 时 , 求 am 十 om 
(a.b 为 给 定 的 常数 ) 的 范围 . 下 面 举 近 年 的 高 考 
试题 来 说 明 如 何 应 用 ! 

二 、 例题 示范 

例 1 (2006 年 湖南 省 高 考 理科 第 15 题 ) 如 
图 2, OM/AB, 点 PP 在 由 射线 OM, 线段 OB 及 
AB 的 延长 线 围 成 的 区 域内 (不 含 边 漠 ) 运 动 , 且 
OB =- z04A+yOB, 则 z 的 取 值 范围 是 
当 z = 一 3 时 ,y 的 取 值 范围 基 . 








B 
M 


O A 
图 2 
解 : 点 忆 在 由 射线 OM、 线 段 0B 及 AB 的 
延长 线 围 成 的 区 域内 , 利用 上 述 结论 , 我 们 有 : 


Z < 0, 
y>0, 
0O<2z+y<l1. 
易 得 x 的 取 值 范围 是 z < 0. 当 z = 一 3 时， 


1 3 
2 < < 了 
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例 2 (2009 年 安徽 省 理科 第 14 题 ) 给 定 两 
个 长 度 为 1 的 平面 向 量 O4 和 0OB， 它们 的 夹 角 
为 120。. 如 图 3, 点 C 在 以 O 为 圆心 的 轿 弧 AB 
上 变动 . 车 OC = z04 + yOB, 其 中 zy ER 
则 z 十 y 的 最 大 值 是 


B 





O A 
图 3 

| np、 1OC| 
解 : 由 上 述 结论 有 ZX 十 y = 一 一 IoaT , 其 中 点 号 
为 OC 与 4B 的 交点 , 显然 z 十 y 取 最 大 值 , 只 需 
OH 最 小 , 故 OH 垂直 于 AB 时 即 为 所 求 , 易 求 

得 此 时 OH = 3 所 以 z 十 y 的 最 大 值 是 2. 

例 8 如 图 4, 已 知 点 G 是 人 ABC 的 重心 , 点 
FF 是 人 GBC 内 一 点 , 若 AF = 和 AB +nAC, 则 
入 十 4 的 取 值 范围 





A 


pi 
图 4 
解 : 由 上 述 结论 有 入 十 一 条 平行 于 
BC 的 点 比值 都 是 相等 的 , 所 以 范围 决定 于 AF 
长 度 , |4G| < |4F| < 14El|, 所 以 易 得 和 十 的 
取 值 范围 是 2,1 


例 4 在 直角 梯形 4BCD 中 ， 4B 垂直 
AD, AD = DC = 1, 4B = 3, 动 点 已 在 以 C 为 
圆心 , 且 与 直线 五 刀 相 切 的 圆 内 运动 , 设 AP = 
tAD + mAB, 则 t +m 的 取 值 范围 是 …… ( ) 


(A) (0, 4); (B) ($ 5); 
oo (中 
We a 
解 : 由 上 述 结论 有 t 十 m = [a5 ( 石 为 直线 
AP 与 BD 的 交点 ), 过 点 吕 作 与 BD 平行 直线/ 
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mms rn 多 -的 ma 
识 得 |4H| = 


定 于 4G 长 度 范围 , 由 相似 比 得 到 图 C 的 半径 为 
/3 5 ， 
pe AG 长 度 范围 为 ( 所 以 十 


Vi0’ Vi 
m 的 取 信 范围 是 (4 5) 





5 
例 5 如 图 6, 在 正方 形 4BCD 中 , EB 为 4B 
的 中 点 , 点 为 以 4 为 圆心 4 已 为 半径 的 圆 弧 


上 的 任意 一 点 , 设 向 量 AC = ADE + yAB, 则 


入 十 上 的 最 小 值 为 
D 


6 
解 : 将 向 量 万 天 平移 到 4 为 起 点 的 向 量 了 及 
设 FP 与 4C 交 于 点 G, 则 入 十 二 9 所 以 ， 


当 AG 长 度 最 大 时 , 和 十 取得 最 小 值 , 显然 当 点 
与 点 B 重 合 时 ， AG 最 大 , 由 平面 几何 知识 得 ， 
此 时 C 为 4G 中 点 , 故 和 十 的 最 小 值 为 >- 


以 上 范例 是 针对 所 求 范 围 的 式 子 系数 均 为 1 
(相等 也 可 ), 若 不 相等 呢 ? 例如 例 3 所 求 的 问题 
变 成 求 和 二 包 的 范围 ? 实际 上 ， 只 需要 取 AC 的 
四 分 之 一 点 , 得 到 点 C', 转化 成 AF 二 mAB + 
nAC’, 则 mm 十 n= 入 十 41, 故 只 需求 mr 十 nn 的 范 
围 , 下 举例 说 明 . 

例 6 已 知 O 是 入 ABC 的 外 心 , 4B = 2， 
AC = 3,7T+ 2y = 1, 车 40 = AB + yAC 
(zy A 0), 则 cos 4BAC = 一 

简 解 : 设 40 = mAB + nAC’, 其 中 2 = 
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一 个 平面 几何 问题 的 多 种 解法 


050035 河北 省 石家庄 学 院 数学 系 王 玉 怀 编译 














俄罗斯 数学 杂志 《MaTeMaTHKEa B IIKOoi1e》 企 十 Ab Fy; _ BC + CB _ _ + 并 
在 教学 方法 栏目 中 刊登 的 文 [1], 笔者 读 后 很 受 1+A 2 
启发 , 诚 如 原作 者 以 自己 的 教学 经 验 体会 所 谈 到 B 
的 “实践 证 明 , 用 不 同 的 方法 解 一 个 问题 比 用 一 
种 方法 解 一 些 问题 的 收效 较 好 ”. 在 以 下 解法 中 ， 
尽管 某 些 解法 (如 应 用 美奈 劳 斯 定理 等 ) 超 出 我 下 
国 中 学 数学 教材 内 容 , 笔者 仍 将 它 译 出 , 作为 研 M 
究 性 资料 供 数学 教师 参考 ~ 
题 “在 等 腰 直 角 三 角形 人 A4BC(LC = 90°) 上 一 人 > 
中 ,， BD 是 中 线 , 且 CM 上 BD( 点 MM 在 边 4B 图 1 
AM 
)- 求 By 
以 下 解法 分 为 I-VII 组 . 由 条 件 可 知 
第 I 组 (应 用 向 量 、 坐标) CHM.BD=0 故 (@+Ab . > ob =0. 
解 1: 如 图 1, 建立 平面 直角 坐标 系 , 引入 向 1 
量 到 一 了 ,5 有 = 了 由 此 注意 到 避 - = 0 及 | 如 | = | ?得 
设 AM = = AMB. C 导 可 表示 为 OM = 入 = 3 即 全 = 3 
CB + BM=CA+AM, ui b+BM= 
» 解 2: 设 CB = b, C4 = 避 , 那么 BA = 
A 凡 = 避 + 和 MB, 由 此 得 BM = 全 二 P-P, BM-a(e- Vb), BD= BO+ 
其 次 , 5 到 -= 05 到- - 本 -= 革 -了 (如 图 1) 由 于 BO= 5BD, 因 
1 i Cl ~ 


1A0, 则 mtn =1,AB = BC, 从 而 cos LBAC [局 | (点 C 在 过 点 0 平行 直线 AB 的 上 方 ), 可 


-3 运用 简单 的 平面 几何 知识 快捷 解决 . 
和 5 (2) 在 过 到 形 如 OC = z04 十 yO0B, 点 C 
三 、 总 结 在 题 设 所 给 的 区 域 运动 时 , 如 果 所 探求 的 范围 型 


(1) em wy 点 C 在 。 设 5C - mOR+nOB, 其 中 OX = 104, 
题 设 所 给 的 区 域 运动 时 , 探求 十 y 的 范围 这 类 。  ， ， a 
问题 时 , 不 一 定 按照 线性 规划 的 思路 来 做 , 因为 OB = 304, 此 时 mm 十 n 二 az 十 克 , 下 面 只 和 
线性 规划 的 约束 不 等 式 有 时 很 复杂 , 况且 如 果 可 要求 m 十 nn 的 范围 即 可 . 问题 转化 成 (1). 

行 域 复杂 (比如 图 或 更 不 规则 的 几何 区 域 时 ) 要 参考 文献 

得 到 约束 不 等 式 非常 困难 , 即使 得 出 可 行 域 , 要 [1 刘 绍 学 .普通 高 中 课程 标准 实验 教科 书 
求 出 目标 函数 的 范围 有 时 是 不 可 行 的 , 我 们 可 以 ”数学 必修 4[M]. 第 2 版 . 北京 : 人 民 教 育 出 版 社 ， 
连结 4B 及 OC,OC 交 AB 于 点 D, 则 Zz 十 y = 2007. 
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4BPB- 22-47 _CD_l1 AM _ 
此 BO = $BD 5 5 ZCBD, 因此 tana BG = 3 所 以 
此 外 MO = MB+BO 1 
2— 4 2 
=ab ad+tso-so 


因为 MO 1 B80, 所 以 MO . BC = 0, 即 


a 
_2 _1 
ca 一 3 一 AB' BELBy 二 2 
解 3: 名 图 2 建立 平面 直角 坐标 系 。 直线 
4B 的 方程 为 十 y = 1. 点 衣 在 4B 上 , 于 是 


RM 1 一 z). 求 得 向 量 CG 有 和 BD 的 坐标 为 





= (x,1—Zz), BD= 人 1) 因为 CML 
BD, 因此 这 十 (1 一 2)(-1) = 0, z= 2， 所 以 
AM _1-xz_1 
BM 7 2 
y 
B 
M 
cc DN 4 
图 2 


解 4: 建立 如 图 2 所 示 的 坐标 系 . 设 分 人 
A、 由 A(1,0)、 B(0,， DT 和 aM (TE, 7 2 2 
求 得 向 量 BD 和 GC 股 的 坐标 BB = (§ 1)， 


2 _/ 1 入 
CM = (Hx zt) 
和 A _ 
因为 CM 1 BD, Wt 了 T= 
~ 和 3 A 1 
0, 得 入 二 3 所 以 冯 A = 了: 
第 开 组 (应 用 三 角 函 数 ) 
解 5: 设 CL4CM=a, 在 A4CAM 和 ABCAM 
中 (图 3), 由 正弦 定理 , 得 








4M _ sing BM _ sin(90" 一 oJ _ 
CM sin 5 "CM sin 45° 
COS 0 
gin 455， 由 此 和 A Md -tanaw 因为 Z4CAI = 





图 3 


解 6: 设 4C = BC = 1 LCBD = aw 
BC BO 
<DBA = 6. 于 是 有 cosa = Bj = BG = 
-2 以 BO 二 -2 
V5' 有 
对 于 人 ABD 应 用 余弦 定理 , 得 cos f= 冯 
那么 BM = .80 = 2v2 最 后 4M = 4B- 
coS 及 3 
v2 4M_ 1 
BM = 3°BM 2 


第 II 组 (应 用 三 角 等 式 或 相似 三 角形 ) 

解 7: 过 点 M 作 MANLAC, 垂 足 为 点 凡 ( 图 
2). 

可 得 ABCDomACNAM. 显然 AN = MN,， 


MN/W BC, 于 是 得 等 式 
1 _ (CD MN _ AM , 即 全 _1 
~BC CN BM 2 





DN 


图 4 
图 5 
解 8: 过 点 A 作 ANYBD， 交 CM 的 延长 线 


于 点 六 (图 和 . 可 得 分 ML 一 DB 


因为 AN=20D 一 $BD， 而 0B=$BD， 
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"JAM _l1 
所 以 By = 2 


解 9: 过 点 改作 MKABC 交 C4 于 点 凡 过 
点 8B 作 BK//AC 交 MK 于 点 K( 图 5). 
‘a AM _ MN 
由 AAMNco ABMK 得 ny = Ny 让 


MAN 1 
由 ABCDoACNM 得 和 一 


D1 

由 于 MK = BK = CN， 

AM 1 
国 此 yy = 

解 10: 过 点 B 作 BK//AC 并 与 CM 的 延长 
线 相交 于 点 (图 6). 由 和 BMKco 人 AMC 及 
入 BCDco 人 KBCO 得 

AM _AC _BC_l1 


一 一 一 


pBM BK BK 2 





图 6 
解 11: 延长 BC 到 点 书 , 使 得 PC = CD, 连 

结 AP( 图 7). 由 AACPs 和 BCD 可 得 LPAC 

~ LDBC = ZL4CM, 故 CMWA4P, 于 是 
AM_CP_l1 


BM BC 2 


图 7 图 8 

解 12: 过 点 4 作 AK 上 AC, 交 CM 的 延 

长 线 于 点 长 ( 图 8). 可 得 A4KC 纪 ACIDB, 而 
人 AKM co 人 BCM, 因此 
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AM _AK _CD_Ll1 

BM BC BC 2 

解 13: 设 点 NN 是 BM 的 中 点 ， 过 点 入 作 
NK 上 BD, 交 BC 于 点 长, 过 点 4 作 ACi 上 
BD, 交 BC 的 延长 线 于 点 Ci (图 9). 可 得 BK 
二 KO, 且 和 ACAC1B 人 人 CBD, 由 此 得 CC1 = 
CD = KC， 注 意 到 CD = 3BO, 故 BK = 
KC = CO 得 BN = MN = AM.， 即 是 说 
AM _1 


BM 2 





图 9 


第 IV 组 (应 用 绕 点 旋转 ) 

解 14: 绕 点 CC 旋转 90?. 这 时 点 了 旋转 到 点 
已 而 ABCD 转 变 为 Ah4CP (图 7). 这 时 CP = 
CD = 3BC 及 AP 1 BD. 而 CM 1 BD, 于 


是 4APJCM. 由 平行 线 截 线段 成 比例 定理 , 所 以 
AM_CPLL | 
BM BC 2 

第 V 组 (应 用 著名 定理 和 公式 ) 

引 理 在 直角 三 角形 中 , 斜 边 上 的 高 将 斜 边 


分 成 的 两 线段 的 比 等 于 两 直角 边 平方 的 比 . 
B B 





图 10 
解 15: 由 引 理 , OD : OB = 1:4. 过 点 也 作 
DE/CM, 交 AB 于 点 忆 ( 图 10). 那么 由 平行 烧 
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等 分 线段 定理 可 知 BM = AE = iBM, 因此 
AM _1 


BM 2 


解 16: 对 于 人 ABD (图 10), 应 用 美奈 劳 斯 定 
理 ,得 4M AM BO DC 


BO.DC_1 BO_s DC 
BM OD CA OD CA 
_1 
于 是 从 2 2 
解 17: 连结 DM (图 11), 在 四 边 形 BCDM 
中 , 对 角 线 相互 垂直 ,因此 得 BM? + CD? = 
BOC? 十 DM?. 设 4C=1,AM =zx, 在 和 ADM 
中 应 用 余弦 定理 , 得 


DM?=z2+7— oY 


BM? = (V2—2),CD? = 
代入 上 述 等 式 中 , 得 (V2 一 z)? 十 工 一 1 十 


1 2 
1 


解 得 7 = 交 即 4M = 2 BM=AB- 


ZV2 


2Z2 十 


ald 





AM = 2 ro AM 1 


BM 2 

第 VI 组 (应 用 三 角形 中 高 . 中 线 、 角 平 分 线 
的 性 质 ) 

解 18: 过 点 MM 作 MO/JAC', 交 BD 于 点 O 
(图 12). 可 得 MO 上 BC. 

又 BN LCM, 故 点 0 是 人 BCM 的 重心 
可 得 边 BM 上 的 高 经 过 点 O, 而 4C = BC , 故 
A4BC 边 B4 上 的 中 线 经 过 点 O. 

又 BD 是 人 AABC 多 中线 故 点 O 是 人 4BC 
的 重心 . 因此 入 和 一 25 一 py 

B 


图 12 
解 19: 延长 C4 到 点 已 , 使 4P = AC, 连结 
BP; 作 ABCP 的 中 线 CQ, 连结 4Q@ (图 13). 故 


数学 教学 


1-23 
CQ = PQ, 得 4Q 上 PC. 此 外 AQ = 3BC. 
因此 ACBDS A4CQ, 由 此 得 BD L CQ. 所 
以 点 M 在 CQ 上 . 在 人 ABCP 中 ， 点 1 凡是 重心 ， 





吏 1 
解 20: 将 AABC 补 成 正方 形 ACBE, 连结 
CE, 交 AB 于 点 0 (图 14), 则 CO = OBE. 延长 
CM 交 AE 于 点 K. 
可 得 人 AKCB 和 ACDB, 于 是 AK = CD. 


而 CD = 54C — 3AE, 因此 AK = 3AB. 
故 点 村 是 AACE 的 重心 ,OM = 3AM, 
推 得 BM = BO+OM = SAM+3AM = 


,AM _1 
24AM. 所 以 人 一 





图 14 


解 21: 作 A4BC 的 外 接 圆 , 并 延长 CM 与 
圆 相交 于 点 书 , 连结 PA、PB (图 15). LABP = 
ZACP = LCBD = a， 4 也 是 圆 的 直径 ,显然 
LAPB = 90°, ZAPC = LABC = 45°, 这 就 
是 说 , PM 是 APB 的 角 平 分 线 . 所 以 A - 


BM 
BP t : 


第 VII 组 (应 用 面积 的 性 质 ) 


4-24 
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一 道 “ 压 轴 题 "的 多 种 解法 


200090 上 海 市 新 大 桥 中 学 赵 苍 风 


题目 如 图 1, 在 等 腰 梯 形 A4BCD 中 , 4DPNA 
BC, AD=1, 4B= CD=2, 点 B 在 胜 CD 上 ， 
HALEBC = AABD. 

(车 BC = 3, 求 tan C 的 值 ; 

(2) 若 BC = zx, CE = y, 求 y 关 于 % 的 肖 数 
关系 式 , 并 写 出 注 数 的 定义 域 ; 

(3) 连结 4、EE, 车 人 4BE 与 ADBC 相似 ， 


求 BC 的 长 . 
A DD 


B CG 
1 

这 是 上 海 市 杨浦 区 2011 学 年 初 三 第 一 学 期 
期 中 测试 卷 中 的 压轴 题 , 笔者 任教 班级 的 得 分 率 
是 22%, 学 生 都 完成 了 第 一 问 , 但 是 第 二 问 和 第 
三 问 , 基本 没有 学 生 找 到 解决 问题 的 方法 , 是 什 
么 阻碍 了 他 们 的 思考 呢 ? 原来 本 题 第 二 问 和 第 
三 问 都 是 需要 添加 “辅助 线 "才能 解决 的 , 可 是 他 
们 不 知道 如 何 添加 辅助 线 , 凭 感觉 添 出 的 辅助 线 
又 不 知道 有 什么 作用 , 结果 导致 了 一 无 所 获 . 针 
对 第 二 问 笔者 设计 了 一 节 试 题 分 析 课 , 引导 学 生 
从 多 方位 、 多 角度、 多 层次 进行 思考 ， 从 而 获取 
多 种 合理 添加 辅助 线 的 方法 和 人 解 题 思路 . 现 将 





这 节 课 中 和 学 生 一 起 讨论 出 的 多 种 解 题 思 路 和 
添 辅助 线 的 方法 整理 出 来 与 大 家 分 侍 . 
一 、 构 造 与 人 4BD 相似 的 三 角形 
思路 1: 利用 已 有 的 平行 关系 , 构造 相似 基本 
解 : 如 图 2, 延长 BE 交 AD 延 长 线 于 点 
“* AD/JBC, .«. LEBC = ZF. 
“* LEBC = LABD, ., LF = LABD. 
“* LA= ZL4, 
‘, AABDw AAFB, 
.AB AD . 


“ AF AB.' 

‘» AD=1,4B=2, 
‘*, AF =4, DF =3, 
… ADNBO, 
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一 一 





2 
评注 : 这 样 添加 辅助 线 使 图 形 产 生 了 学 生 们 
解 22: 因为 AAMC 与 人 BMC 有 相等 的 高 ， 

所 以 4M - SAAMC _ AC .CM sin SACM 

BM SApvc BC.:CMsinLZBCM 
注意 到 LACM = LCBD 及 LBCM = 90° 





一 ZACM 得 
AM _ _CD_l1 
BM = tanZLCBD BC = 3 
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非常 热 悉 的 " 共 边 相似 形 "和 “X” 型 这 两 个 共 本 图 
形 . 当然， 本 题 也 可 以 先 由 4D/BC 得 到 人 
一 5 将 DF 用 含有 zx、y 的 代数 式 表 示 , 即 


DF = ade WW 用 人 和 人 ABD 与 人 AFB 相 


于 es: 
思路 2: 利用 等 腰 梯 形 的 性 质 , 构造 相似 形 . 


解 : 如 图 3, 过 点 忆 作 PJWAB, 交 BC 于 点 
P. … LEPB+ LABC = 180°. 





图 3 
同 理 ZA4 + 人 LABC = 180°. 
". ZEPB = Zh. 
又 LEBC = LABD, 
. AABDw APBE, 


:如 - 5， 易 求 BP = EC =y, 所 以 


可 得 ps -op > 

进行 到 此 , 求 线 段 CP 的 长 就 成 了 解决 本 题 
的 关键 , 那么 怎样 求 线段 PC 的 长 度 呢 ? 基于 这 
样 的 思考 , 结合 梯形 的 背景 产生 如 下 几 种 求法 . 

( 蕊 平移 一 腰 法 

解法 一 : 如 图 4, 过 点 D 作 DQ/AB 交 BC 于 
点 @. 





DEQ 1 EP, 





* EP/AB,. 

+. CP_CE 即 - < 二 _Yy 

”CO ”CD 2 
A D 
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从 而 得 CP = 只 二 烛 ， 代 入 前 面 求 得 的 
2_2z—CP 27 
工 一 ' y= 3 

解法 二 : 如 图 5， 延长 PB 交 AD 的 延长 线 于 
点 忆 . 易 证 四 边 形 A4BPR 是 平行 四 边 形 ， 

‘, AR= BP, PR= AB =2, Mz_CP= 
] + DR, 净 理 得 

DR= £1 OCP. @ 

* DR/BC., 
~ CP 2.mc2 
~ DR ED 2y 

将 四 代入 四 得 CP= 


解法 三 : 如 图 6, 过 点 4 作 AM/CD, 交 BC 
于 点 M. 








LAN 


B MP CG 


图 6 
易 证 人 ABM cw AEPC, 





尾 理 得 CP = 好 二 
(2) 添 高 法 
解 : 如 图 7， 过 点 DD 作 DN 1 BC 于 点 NN， 过 
点 忆 作 ET 上 DC 于 点 个 . 
D 


NPTC 
图 7 
易 得 CN = 2 二 ， 
CP =2TC = 2EC .cosO, 








. oo 。 


(3) 延长 两 腰 法 
解 : 如 图 8, 分 别 延 长 BA、CD 交 于 点 0. 
AD/JBO, 
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2 -94,1 = -945 思路 : 利用 等 腰 三 角形 的 性 质 构造 等 角 , 为 
7 相似 准备 条 件 . 
0 解法 一 : 如 图 10, 取 AB 的 中 点 5S, 过 点 9 作 
/A\ SH 1 BA 交 BC 于 点 日 , 连结 4 且 交 BD 于 点 
4 \D G. 
E 
B P C 
图 8 加 10 
加 1 
整理 得 OA = 2, .. 0B 二 -和 从-. 
” EP/AB, “I cosZABC zl zl 
EP_CPH YY ~ Ct 4 
BO CB 2 7? (由 添 高 法 的 证 明 可 得 cosZ4BC = 人 二 一) 


整理 得 CP = -站 

在 (3) 的 基础 上 也 就 有 了 如 下 想法 : 

如 图 9, 过 点 C 作 CV/AB 交 BE 的 延长 线 
于 点 了. 


‘CV -CE — 
“5 = ;<BCV = 4BAD. 





图 9 


'” ZEBC = LABD, 
‘. AABDw ACBV, 

. CV_ BC 可 和 可 
根据 (3) 可 知 CO = 0B = 一 
加 __27 _ 
EO=0B- EC= -1 —Y, 

代入 忆 5 = 过 


aa 得 ! = -22-. 
BO EO ZT 十 3 
评注 : 几 种 方法 形式 虽然 不 同 , 但 都 是 将 梯 
形 转化 成 平行 四 边 形 和 三 角形 . 


二 、 构 造 与 作 BEC 相似 的 三 角形 


之 
2 
27 











LABC = LBAH, 易 得 LBAG = 4C. 
又 LPBBC = LABD, 
“. ABAGw ABCE, 





, 4 
整理 得 AG = ZF 


代入 42 = 得 y 一 一 





图 11 
解法 二 : 如 图 11, 以 点 DD 为 图 心 , D4 为 半径 
画 弧 , 交 BA 延 长 线 于 点 K. 则 有 DK = DA = 
1, ZKAD= AAKD = LABC = 4C, 


.. ABDK ww ABEC, 
BK BC wm BE LY .......... 
KD ECM ~ y v 


过 点 DD 作 DL 上 BA 于 点 工 , 得 
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AK =2AL =2AD .cos KAD = £51, A AD _F 
(由 添 高 法 的 证 明 可 得 cos LK AD = 2 了 ) 
。 2 十 3 B P CC 
“BT 图 13 
将 BK = 代入 四 得 y 一 一， 解法 二 : 如 图 14, 利用 等 腰 梯 形 的 性 质 构造 





点 评 : 此 解法 是 利用 等 腰 三 角形 的 性 质 为 相 
似 提供 了 等 角 的 条 件 . 

波 利 亚 指出 : “学 握 数 学 就 是 善于 解 题 . ” 教 
师 应 适时 引导 学 生 从 不 同 的 方法 、 角度、 思维 方 
式 去 观察 、 联想 分析, 根据 问题 的 特定 条 件 探索 
出 一 系列 的 解 题 思路 . 本 题 涉及 等 硬 三 角形 、 锐 
角 三 角 比 、 三 角形 相似 、 等 腰 梯 形 等 知识 点 , 解 
法 较 多 , 是 引导 学 生 进 行 一 题 多 解 很 好 的 素材 . 
通过 一 题 多 解 , 不 仅 能 促进 学 生 对 相关 知识 点 的 
理解 与 掌握 , 还 有 利于 培养 学 生 的 创新 意识 , 提 
高 学 生 的 解 题 能 力 . 举一反三 : 

分 析 这 道 压 轴 题 后 , 笔者 给 学 生 留 了 这 样 一 
个 问题 : 

如 图 12, 已 知 梯形 4BCD 中, ADJBC, 4 
1 BC,AD=CD=5,4B=4, 点 P 在 BC 上 
运动 (点 不 与 B.C 重合 ), 点 瑟 在 线段 CD 上， 
且 LAPB = LEPC, 设 BP=zx,DE=y. 

(1) 求 y 关 于 z 的 解析 式 , 并 写 出 定义 域 

(2) 石 点 五 在 射线 CD 上 , y 与 x 的 沙 数 关系 


会 发 生变 化 吗 ? 
4 D 
~ 
B Pp 5C 


图 12 
学 生 给 出 了 以 下 三 种 方法 : 
解法 一 : 利用 原 有 的 平行 关系 , 构造 基本 形 . 
解 : 如 图 13, 延长 PB 交 AD 延长 线 于 点 开 ， 
过 点 P 作 PH LL AF. 
易 得 AF = 2x, .. DF = 2x—5. 





。。 . DF _ DE 
“ AD/BC, .. po -= EG 
易 求 BC = 8， 
+ 27—5__Y 

8 一 T 5—2y’ 


与 AEPC 相 似 的 三 角形 . 

解 : 过 点 DD 作 DN 上 BC 于 点 N, 延长 CB 
至 点 了 , 使 得 BF = CN 连结 AF. 

易 得 四 边 形 4FCD 为 等 腰 梯 形 ， 

CN= BF=3,PF=72+3,AF=5, 








A D 
FB PN C 
图 14 
PC=8—7,EC=5—y, 
.. LF = LC. 
XLAPB = LEPC, 
. AAFPw AECDP, 
EC PC 5—y 8—2 


解法 三 : 构造 与 ABP 相似 的 三 角形 
解 : 如 图 15, 过 点 如 作 M 4 BC 于 点 MM. 


A D 
E 
B P MC 
15 
通过 解 RtA 和 ABCM 可 得 


CM =0.6EC, EM = 0.8EC, 
PM=8—272—0.6EC. 





易 证 人 ABPc AEMP, 
. AB _ PB 
" EM PM 


:，_ 4 _ 2 
0.8EC 8—0.6EC—z’ 


~ _ 40 — 5zx 和 _ 10x 一 25 
浆 理 得 BC = 一 一 3 ,Yo 


看 到 学 生 给 出 的 多 种 解法 , 笔者 禁不住 为 学 
生 的 表现 而 喝彩 , 同时 感到 他 们 的 潜力 是 不 可 估 
起 的 . 
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巧 用 抽 民 原理 证 明代 数 不 等 式 


712000 陕西 省 咸阳 师范 学 院 基础 教育 课程 研究 中 心安 振 平 


要 把 3 个 苹果 放 到 2 个 抽 屠 里 , 无 论 怎样 放 ， 
我 们 发 现 有 一 个 抽 居 里 面 至 少 有 2 个 苹果 . 这 一 
现象 , 就 是 人 们 所 说 的 “ 抽 居 原理 ”. 抽 居 原 理 的 
一 般 含义 为 : “如果 每 个 抽 尾 代表 一 个 集合 , 一 个 
苹果 可 以 代表 一 个 元 素 , 假如 把 nn 十 1 或 多 于 ni 十 
1 个 元 素 放 到 nn 个 集合 中 去 , 其 中 必定 有 一 个 焦 
合 里 至 少 有 两 个 元 素 .” 抽 尾 原 理 有 时 也 被 称 为 

巧 用 抽 民 原理 证 明 某 些 代 数 不 等 式 , 会 使 得 
证 明 更 简单 . 本 文 将 给 出 几 个 经 典 的 例子 , 供 教 
学 时 选用 . 

例 1 已 知 a、b、c 为 正 实数 , 2 十 六 十 C? 十 
abc 二 4, 求证 : a 十 0b 十 Cc 所 3. 

证 明 : 在 正 实数 a、b、c 中 , 必 有 2 个 同时 不 
小 于 1, 或 者 不 大 于 1, 不 妨 设 为 b、c, 则 有 (5 一 
l)(c—1) 之 0, 即 bc 之 b+c—1. 

因为 4 一 a2=b2 二 c+abc > 2bc + abc = 
bc(2 十 ,所 以 2 一 a 之 bc 之 b+c 一 1. 

故 有 a 十 b 寺 Cc 世 3. 

例 2 已 知 a.bc>0,o+++c=3, 试 
证 : 代数 式 a2b2 上 + c2、52c2 十 02、c2a2 十 刀 中 至 
少 有 一 个 不 大 于 2. 

证 明 : 因为 a2 一 1、 如 一 1、.c? 一 1 中 必 有 2 个 
不 同时 大 于 零 或 者 不 同时 小 于 零 , 不 妨 设 为 a? 一 
1、.b 一 1, 从 而 有 (2 一 1)(b? 一 1) < 0, 即 有 

a2 + 0? > a22+1， 

所 以 2 十 中 十 0 之 a2 四 十 1 十 c2, 即 有 

a +e 2. 

故 代数 式 a282 + c2、b2c2 + a2、c2o2 十 名 中 
至 少 有 一 个 不 大 于 2. 3 3 

例 3 设 a、bc > 0, 求证 : 全 十 二 十 人 > 
Coc. 

证 明 : 设 Z、y、Z > 0, zyz 二 1, 在 X、y、Z 当 
中 必 有 一 个 不 大 于 1, 一 个 不 小 于 1, 不 妨 设 2 < 
1.y 之 1, 得 (Z 一 1)(y 一 1) 0, 即 有 


Z 十 4 之 工 十 ZN 
所 以 ztyt+z 之 1+Xy+zZ 宛 1+2VXYy -z= 
3, 即 Zz 十 y 十 Zz 之 3. 
。 0 D3 c3 
特别 地 令 ， 和 二 DC 一 一 ;2 一 一 ， 代 


入 ZX 十 9 十 Zz 宛 3, 便 得 
例 4 设 T.yz>0, 十 访 十 2 二 1, 求 
证 : TY + YZ+ Zt — VIryz < 3 
证 明 : 由 zz > 0, z2 十 2 十 到 =1 知 


z、 久 z 中 必然 有 2 个 均 不 大 于 已 或 者 均 不 小 


到 不 妨 设 为 z、y, 便 得 


CGE 


即 有 z+y V3zy < 方 于 是 


TY + YZ+ ZT 一 V3zyz 
— 2ZVy 十 (z 一 2 一 V3zy)z So 十 -有 


2 9 111 2 
所 二 (和 42 十 2 十 二 1 二 十 
< 3( y ) } (3 2 


=} (s+ tt) = 
故 有 zzy 十 yz 十 ZX 一 V32yz 


例 5 ”如果 正 数 xX、y、z 满 足 zyz = 1, 那么 


1 1 1 
六 十 闹 十 高 +3 之 2(% 十 Y 十 2 


证 明 : 原 不 等 式 等 价 

X2342 十 2z2 十 Z222 十 3 之 2(Z 十 9 十 2 

注意 到 xz2y2z2 = 1, 于 是 在 22、 访 、z? 中 一 
定 有 两 个 同时 不 小 于 1, 或 者 不 大 于 1, 不 妨 设 为 
2 和 妨 , 则 有 

(z2 — 1)(y —1)>0. 

下 面 , 用 作 差 法 证 明 不 等 式 (*). 事实 上 

Z242 十 32z2 十 z222 十 3 一 2(2 十 7 十 过 

= (2z2 十 z222 — Dyz 20) + (Ly 一 了 


2 
3 
< 
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导数 解 题 中 的 几 个 典型 错误 


830002 新 疆 乌 鲁 木 齐 兵团 二 中 张 国 治 


导数 是 新 课程 高 考 和 竞赛 的 重点 内 容 之 一 
也 是 初等 数学 与 高 等 数学 的 重要 衔接 内 容 . 学 
生 在 学 习 时 , 总 存在 许多 问题 , 本 文 给 出 学 生 学 
习 导 数 时 出 现 的 几 个 典型 错误 , 供 读者 参考 . 

一 、 求 曲线 的 切线 时 , 在 某 点 处 与 过 某 点 的 
概念 混淆 引发 的 错误 

例 1 (2004 年 全 国 高 考 重庆 卷 ) 已 知 曲线 y 
302+ 全 则 过 点 (2,4) 的 切线 方程 为 


一 妨 十 1 十 (Z2 一 20 二 1) 十 (2 一 2y 十 了 
一 (gz 一 22) + (2 Dy -1)+(r—1) 
+(y—18 >0, 

故 将 + 亢 + 部 +3>2(z+y+ 妈 ) 

例 6 已 知 g、b、c > 0, 求证 : 

(oz 十 2)( 巡 十 2)(c2 +2) > 3(0+b+ ce)2. 

证 明 : 因为 oz 一 1、12 一 1 ec? 一 1 中 必 有 2 个 
不 大 于 零 或 者 不 小 于 零 , 不 妨 设 为 02 一 1、5b? 一 
1, 从 而 有 (一 1)(5? 一 1) 之 0, 即 有 

a2b? +1>a?+b, 

也 就 是 (a2 十 2)( 妇 十 2) >> 3(@?2 十 中 十 1). 

于 是 , 应 用 柯 西 不 等 式 得 

(az + 2)(b? -+ 2)(c? + 2) 

> 3(02 + b* + 1)(e 十 2) 

一 3(o2 十 好 十 1)(12 十 12 十 c2?) 

> 3(a + b+ ce)?, 

故 有 (a? + 2)(b2 十 2)(c2 二 2) 之 
c)2. 

需要 说 明 的 是 ,由 此 题 及 (o 十 b 十 Cc)? 之 
3(ab 十 bc 十 ca), 立 得 2004 年 亚太 地 区 数学 奥 
林 匹 克 况 赛 中 的 一 道 不 等 式 题目 : 

对 于 任意 正 实数 a、b、c, 均 有 

(a? + 2)(b? 十 2)(c2 + 2) > 9(ab + bce+ ca). 

例 7 ( 《数学 通报 )》2010 年 第 9 期 1872 题 ) 


3(a 十 六 十 


解析 : 易 知 点 己 (2, 人 在 曲线 y 一 323+ 人 上 ， 
而 kp = Ys=2 = 4, 故 所 求 的 切线 方程 为 y 一 
4 一 4 一 2), 即 4z 一 -4=0. 

解答 错 了 , 错 在 哪里 ? 

组 答 错 在 由 点 P(2,4 在 曲线 y = az3 十 了 
上 , 误 认 为 点 PP(2, 4) 为 切 点 , 而 导数 的 几何 意义 
中 下 (z) 为 曲线 y = f(x) 在 点 MM(zo, f(z0)) 处 


AAA 


证 明 : 在 任意 3 个 实数 中 ， 一 定 能 找到 两 个 实数 
7、y, 使 得 y > 之 1 O03 

证 明 : 任 给 13 个 实数 1， Q2; """, 013, 在 
(林村 内 一 定 存在 13 个 实数 gu 62，…, gu 
使 得 tan 64k = ak (k= 1,2,:…,13). 


将 区 间 (一 3 等 分 为 12 个 长 为 15 的 小 

on 5T 47 SA A 
区 间 | We 本 四 下 
根据 抽 尾 原理 ， 网 属于 同一 


小 区 间 , 不 妨 设 6; 之 0;, HL0;— 


于 是 ， 有 Qi 之 be Qi 且 0 < 
tan 二 2 一 V3<0.3, 即 


12 
tan 0; — tan 8. 
ch > .3, 
0 ItanGtand < 


ai = tand;, y = aQ; = 


Ty TXT—0.3 
1 < 0.3, 也 就 是 y > 1 十 0.3z 


故 在 任意 1 个 实 获 中 一 定 能 找到 两 个 实数 
X、y, 使 得 y > 
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< 15， 
本 — 0;) < 


人 一 tan 9;， 则 有 





1 0dr 


4-30 教学 教学 


切线 的 斜率 ， 
一 定 是 切 点 . 


正确 解答 : 设 切 点 计 (zo BB+ ) 则 ka 


点 好 为 切 点 . 此 题 中 , 点 P(2, 和 4 不 


一 zx 二 20, 故 切线 方程 为 y 一 (4 十 3 
= 26(Z 一 X0). 因为 点 P(2,4) 在 切线 上 , 所 以 4 一 
5 +3 二 23(2 一 xz0), 解 得 zo = 2 或 20 = 

一 1, 故 所 求 切 线 方程 为 

dT 一 yy 一 4 二 0 或 T 一 y 十 2=0. 

评注 : 若 求 某 点 处 的 切线 方程 , 则 该 点 必 为 
切 点 ; 落 求 过 某 点 的 切线 方程 , 则 无 论 该 点 是 否 
上 , 无 需 桔 别 是 在 某 点 处 或 过 某 点 切线 , 均 设 切 
点 , 求 出 切线 方程 后 , 将 该 点 代入 便 可 获 解 . 

二 、 极 值 充 要 条 件 理解 不 清 引 发 的 错误 

例 2 (2009 年 全 国 高 考 湖北 卷 ) 已 知 通 数 
Flz) = 一 2 二 0 二 cz 十 bc, 如 果 函 数 F(z) 在 


z = 1 处 有 极 值 一 4, 试 确定 bc 的 值 
解析 : f'(x) = 一 2? 十 202 十 ， 
z = 1 处 有 极 值 一 ,可 得 
人 
—__l -_4 
f{1) = 了 十 2 十 十 95 3 


b=1, (25= -1 
| c=—l, | c= 3. 
解答 错 了 , 错 在 哪里 ? 
解答 错 在 f'(xo) = 0 仅 基 可 导 淆 数 /(%) 在 
7 二 Z0 取 极 值 的 必要 条 件 而 非 充 要 条 件 ， 还 需 
要 判断 2 = 2Z0 左 右 两 边 导 数值 正 负 , 奇 f (7X) 之 
0(f'(z) < 0) 恒 成 立 , 则 /zz) 无 极 值 、 如 函数 
Flz) = za, Ptz) = 3z2 > 0, 虽然 1(0) = 0, 但 
人 所 以 x = 0 不 是 函数 极 值 
.纪实 上 , 当 = 二 1,c= 一 1 时 ，P(z) = 一 2 十 
2c 一 1 二 一 (z 一 1)? 0, 此 时 f(z) 没 有 极 值 . 
正确 解答 : 因为 f(x) = 一 x? + 2bz +c, 由 
f(z) 在 zx = 1 处 有 极 值 一 $, 可 得 
f(1)= -1+2b+c=0, 
| f(1) = -3 +6b+tet+be= -和 


由 了 (2) 在 


解 得 


解 得 
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若 = lc = 一 1, 则 f(z) = 一 2 十 2x 一 
1 二 一 (z 一 1)? < 0, 此 时 f(z) 没 有 极 值 ; 

若 b 二 一 1],c = 3, 则 f(x) = 一 x2? 一 2z 十 
3 = 一 (z 十 3)(z 一 1), 当 z 变 化 时 , f(z)、f(2) 
的 变化 情况 如 下 表 : 
和 囊 汪 和 汪 (二 
[IOI EE Ee es ee 
“ 当 z 三 工时 ， f(z) 有 极 大 值 一， 政 2 = 


-lec=3 即 为 所 求 . 

评注 : P(zo) = 0 是 可 导 毅 数 y = jz) 在 
Z 二 20 取 极 值 的 必要 条 件 , 当 涌 数 在 % = zo 不 
可 导 时 , 必须 用 极 值 定 义 辅 以 图 像 来 判 新 Z 二 zo 
是 否 是 极 值 点 . 如 f(z) = |z| 在 x = 0 有 极 小 值 
, 但 产 (0) 不 存在 . 可 见 ， f(x0) = 0 是 函数 = 
f(x) 在 x = zo 取 极 值 的 既 不 充分 也 不 必要 条 件 . 

三 、 求 极 值 时 忽视 不 可 导 点 引发 的 错误 

例 3 求 函数 f(z) = (2z 二 5) Vz? 的 极 值 . 

解析 : 易 知 ZE R, Flz) = 273 5z3, f(zx) 

= 入 一 站 -一 = 性 2 1 令 P(z) = 0 得 

4 二 1, 易 知 当 f'(2) 在 x = 1 附近 左 负 右 正 , 故 
2 一 1 是 函数 的 极 小 值 点 , 无 极 大 值 点 . 

解答 错 了 , 错 在 哪里 ? 

解答 错 在 只 考虑 函数 的 极 值 点 为 导数 为 誉 
的 点 , 事实 上 ; 极 值 的 可 疑点 为 导数 为 零 的 点 ( 稳 
定点 ) 和 不 可 导 点 . 易 知 Z = 1 为 函数 的 稳 笔 点 ， 
2 = 0 为 函数 的 不 可 导 点 , 都 有 可 能 为 极 值 点 . 








正三 号 和 Ri 
‘ 10 310 二 一 地 2 一 1 人 Po 一 
0 得 > 一 工 z 二 0 为 函数 的 不 可 导 点 , 列表 : 










zz [00 0 0 11U +eo)| 
了 何人 BE 二 te 
Ce) 1 01、 和-3 2 

由 上 表 可 知 , x = 0 为 函数 的 极 大 值 点 , 极 大 
值 F(0) = 0; x = 1 为 函数 的 极 小 值 点 , 极 小 值 





f(D)=— 
评注 : 函数 极 值 的 可 疑点 为 导数 为 零 的 点 ( 稳 
定点 ) 和 不 可 导 点 . 


四 、 求 最 值 时 忽视 不 可 导 点 引发 的 错误 
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例 4 求 函数 ALz) = 
最 值 . 

解析 : 易 知 ze R, f(z) = 223 523, 了/(z) 
= 二 2 二， 令 P(z) =0 
得 z = 1. 因为 f{(-1) = -7 f(0) = 0, 7 = 
-3, f(2) = 一 V4, 所 以 当 z = 一 1 时 , 函数 的 最 
小 值 为 -7; 当 z = 2 时 , 函数 的 最 大 值 为 一 V4. 

解答 错 了 , 错 在 哪里 ? 

解答 错 在 只 考虑 函数 的 最 值 点 为 导数 为 零 
的 点 和 区 间 端 点 , 事实 上 , 最 值 的 可 疑点 为 导数 
为 零 的 点 (稳定 点 )、 不 可 导 点 和 区 间 端 点 . 易 知 
7X 二 0 为 洋 数 的 不 可 导 点 也 有 可 能 为 最 值 点 . 

正确 解答 : 易 知 ZE R, f(z) = 2x3 5x$，, 
f(z) EE xz EE 3 一 Ee = 令 
jz) = 0 得 z = 1. 7 = 0 为 函数 的 不 可 导 点 ， 
因为 f(--1) = -7, f(1) = -3, f(2) = 一 六 4, 所 
以 当 z = 一 1 时, 函数 的 最 小 值 为 ~7, 当 Zz = 0 
时 , 消 数 的 散 大 值 为 0, 如 图 1. 

评注 : 函数 最 值 的 可 疑点 为 导数 为 零 的 点 ( 稳 
定点 )、 不 可 导 点 和 区 间 端 点 , 即 极 值 点 与 区 间 端 
= 


(27 一 5) Vx?2,z € [一 1,2] 的 








y 


图 1 

五 、 求 函数 单调 性 时 忽视 间断 点 引发 的 错 训 

例 5 车 函数 g(z) = 一世 一 在 区 间 (2，3) 
上 不 单调 则 实数 的 取信 范围 旦 

解析 : 因为 g(z) = 
ez(2Z2 一 27 十 万) 

(zz 二 2 
又 g(z) 在 区 间 (2，3) 上 不 单调 , 故 g(z) = 
ee 一 2z 十 癌 在 区 间 (2, 3) 上 有 根 , 且 不 能 有 


(22 十 无 )2 
两 个 相等 的 根 . 令 g'(z)=0, 有 22? 一 2z+k=0, 则 


7 二 所 以 9 (z) = 
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4 一 4 十 上 < 0， 
解 得 -3 < 大 < 0. 


9 一 6 十 上 > 0， 

解答 错 了 , 错 在 哪里 ? 

解答 错 在 只 考虑 到 在 区 间 (2, 3) 上 不 单调 而 
忽视 了 聘 数 的 定义 域 . 事实 上 , 当 k € (一 9, 一 4 
时 , 函数 在 区 间 (2, 3) 上 有 间 汤 点 x = V 一 k, 仍 
为 不 单调 函数 . 

正确 解答 : 

(1) 若 有 € (-9, -4), 由 zx? 十 二 0 得 x = 
V 一 k € (2,3), 故 函 数 在 区 间 (2, 3) 不 单调 符合 
题 意 ; 

(2) 若 k 4 (一 9， -4), 则 当 z € (2,3) 时 , z2 十 
k#0. 9(2) = 人 i 

又 g(z) 在 区 间 (2，3) 上 不 单调 , 故 g (zx) = 


ez(z2 一 27 + k) 
FR 在 区 间 (2, 3) 上 有 根 , 且 不 能 有 


两 个 相等 的 根 . 令 g'(x) = 0, 有 22 一 2x+ 十 k= 


0, 则 
4—4+k<0, 和 得 _3 < 人 <0 
kU. 
9_6+k>0, 


驻 k (9, 一 4), 故 k€ (3,0). 

综 上 (1)、(2) 可 知 k € (一 9, 一 4) U (3,0). 

评注 : 定义 域 是 函数 的 “灵魂 ", 因此 , 在 解决 
消 数 问题 一 定 要 重视 定义 域 . 

六 、 函数 单调 性 的 充 要 条件 理解 不 清 引 发 的 
错误 

例 6 (2008 年 全 国 高 考 理科 第 19 题 ) 设 消 
数 f(z) 二 2 十 az? 十 ZX 十 1(a € R) 在 区 间 

3, 一 3 ) 内 是 减 函数 , 求 " 的 取 值 范围 

解析 : P(z) = 3z2 + 2az 十 1, 由 题 意 函数 在 
(3 3) 内 递减 , 故 对 一 切 ZE (-3 3) 


3 3 
太 (z) < 0 恒 成 立 , 而 有 (2) 为 开口 向 上 的 抛物 线 ， 


故 只 需 9 
r()<0 
| 解 得 a > 2. 
大 


(- <0 0 
解答 销 了 , 错 在 哪里 ;? 
解答 错 在 认为 卫 (z) > 0(< 0) 是 f(z) 为 增 
( 减 ) 函数 的 充 要 条 件 , 如 f(z) = 2° 在 R 上 单 增 ， 
但 却 有 f'(x) 之 0 人 恒 成 立 . 事实 上 , 当 a = 2 时 ， 
仍 符 合 题 意 , 三 (z) > 0(< 0) 仅 是 f(z) 为 增 ( 减 ) 
函数 的 充分 不 必要 条 件 . 


4 -32 
正确 解答 : P(z) = 322 + 2ax 十 1, 由 题 


意 知 陋 数 节 (3 -3) 内 递减 ， 故 对 一 切 x% € 
-3; 一 = |; 六 < 0 恒 成 立 . 而 广 o) 为 开口 
身上 的 抛物 线 故 只 
"je 
ra 
解 得 之“ 


当 a = 2 时 , 令 jz) = 3z2 二 4 十 1 < 得 
函数 的 递减 区 间 为 { 一 1 3) 2 (-3 2, 3) 符 
合 题 意 . 所 以 a € [2, +00). 

例 7 i ss 





内 单调 递增 , 求实 数 4 的 取 值 范围 . 
解析 : P(z) = 3 由 题 意 函 数 ,jz) 在 


(一 2, 十 oc) 内 单调 递增 , 所 以 对 任意 的 < € (一 2， 
+cc), P(z) > 0 恒 成 立 , 即 a > 
解答 错 了 , 错 在 哪里 ? 

解答 错 在 没 能 理解 函数 单调 性 的 充 要 条 件 
中 学 阶段 所 涉及 的 单调 性 是 指 严 格 单调 性 .于 
实 上 , 当 = 当时， f'(z) = 0,f(z) = 3 为 常数 
函数 , 不 具有 单调 性 , 应 舍 去 . 


正确 解答 : 由 f'(X) = > 0 在 (一 2， 


= 3 时 (x) 在 


1 
7 


十 cc) 内 恒 成 立 , 得 a> 3 当 a 
工 示 
2 


(一 2, +oc) 恒 等 于 0, 故 & = 


1 1 
Rae (+eo) 


评注 : 沙 数 严格 单调 性 的 充 要 条 件 : 设 厂 z) 
在 区 间 了 上 上 可 导 , 则 f(x) 在 区 间 I 上 严格 递增 { 严 
格 递减 ) 二 => 对 一 切 z€ 7, 有 f(x) 之 0(< 0) 且 
在 1 的 任意 区 间 上 了 (x) 不 恒 等 于 0. 一 般 地 , 对 
王道 求 函数 单调 性 的 问题 应 先 解 f/(2) > 0(< 
0), 然后 验证 取 等 条 件 . 

七 、 利 用 导数 研究 函数 性 态 考虑 不 全 5 | 发 的 
错误 

例 8 (2010 年 全 国 高 中 数学 联赛 福建 预赛 
第 11 题 ) 当 实数 a 为 何 值 时 , 关于 z 的 方程 az = 
ln 无 解 、 一 解 、 两 解 ? 
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解析 :- 易 知 z > 0, az = Inz 变 形 为 了 2 一 


a, 则 问题 等 价 于 在 同一 坐标 系 中 函数 y 一 了 世 
与 yy 二 @ 图 像 有 几 个 交点 ? 
令 f(z) = D2, 则 f(z) = 
令 了 (zx ) > 0 得 0 < < f(x b) < 0 得 z > 
e, 故 了 f(x) 在 (0,e) 单 调 递 增 , 在 (e, 十 oo) 单 调 递 
减 . 可 作出 y = f(z) 的 草图 (如 图 2), f(z) 有 极 
大 值 f(e) = 


二 > 0. 





2 

由 图 2 可 知 a> 时 y= 与 y=a 
无 交点 , 即 ax = Inz 无 解 ; 

当 4 一 二 时 , Y = 了 芝 与 y a 有 且 只 有 一 
个 交点 , 即 az = lnz 有 一 解 ; 

当 a < 二 时 , y = 了 2 与 y9 = 有 两 个 交点 ， 
即 cz 二 Inz 有 两 解 . 

解答 错 了 , 错 在 哪里 ? 

解答 错 在 根据 导数 研究 活 数 图 像 时 只 关注 
菌 数 的 单调 区 间 , 而 忽视 了 消 数 的 渐 近 线 等 性 质 
导致 画图 出 现 偏差 , 从 而 结论 错误 . 

正确 解答 : 同上 , f(z) = 一 于 2 
令 关 (xX) > 0 得 0<2<e (7) < 0 得 2 > e. 
故 FO) 在 (0,e) 单 调 递 增 , 在 (e, 十 co) 单调 递减 

当 xw > 0 上 且 zz 一 0 时 ，jny 一 一 co,， 故 
f(2%) 一 一 00; 当 z 一 +co 时 , 利用 洛 比 达 法 则 ， 
得 ,lim f(z) = _lim nz jm 0) - 


—+oo zo0 XC! 


>0. 


lim = tl 0, 即 当 z 一 十 co 时 , f(z)>0E8 


如 一 十 Do 下 


f(z) 一 0. 





图 3 


如 活 数 f(z) 有 秋 直 渐 近 线 z = 0 和 水 平 渐 
(下 转 封底 ) 
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异曲同工 。 共 奏 数 学 思维 之 美 
一 -一道 梯形 问题 的 多 解 赏析 
710061 陕西 师范 大 学 附属 中 学 程 自 频 


本 文通 过 对 一 道 梯形 问题 的 多 角度 解答 及 
赏析 来 展现 数学 思维 的 美 ! 

1. 问题 的 提出 

如 图 1, 若 在 梯形 ABCD 中 , ABJCD, M 
是 压 BC 的 中 点 , MN 1 AD, 那么 梯形 ABCD 
的 面积 等 于 AD 与 MN 的 乘积 吗 ? 请 简要 说 明 
理由 . 


A B 
图 1 

这 是 一 个 以 梯形 为 载体 的 探索 性 问题 , 由 于 
梯形 问题 的 一 些 常用 辅助 线 方 法 和 本 题 求解 目 
标的 特殊 性 , 使 得 本 题 的 解答 呈现 多 种 风采 , 也 
充分 展示 了 数学 思维 的 别 样 之 美 ! 下 面 为 了 行 
文 简洁 , 先 给 出 将 要 用 到 的 3 个 简单 结论 : 

结论 1 三 角形 的 一 条 中 线 将 三 角形 分 成 面 
积 相等 的 两 个 三 角形 . 

结论 2 ”对 角 线 互相 垂直 的 四 边 形 的 面积 等 
于 其 对 角 线 乘积 的 一 半 . 

结论 3 连结 平行 四 边 形 一 边 上 的 任 一 点 与 
对 边 所 形成 的 三 角形 的 面积 等 于 该 平行 四 边 形 
面积 的 一 半 . 

2. 多 种 解法 的 风采 展示 

2.1 特殊 化 得 一 般 结 论 

一 般 地 , 梯形 是 仅 有 一 组 对 边 平行 的 四 边 形 ， 
其 中 一 组 平行 且 不 相等 的 边 分 别 叫做 上 底 和 下 
底 . 特别 地 , 当 上 底 逐 渐变 短 直 至 成 一 点 时 , 梯形 
就 " 变 成 "了 一 个 三 角形 ; 当 上 底 逐 渐变 化 直至 等 
于 下 底 时 , 梯形 就 “ 变 成 ?了 一 个 平行 四 边 形 . 所 
以 , 可 以 将 三 角形 和 平行 四 边 形 视 作 特殊 的 “ 梯 
形 ”. 这 一 点 也 可 以 从 梯形 与 和 三角形、 平行 四 边 


形 的 面积 公式 之 间 的 联系 得 到 证 实 . 梯形 的 面 
积 为 (上 底 十 下 底 ) x 高 二 2, 如 上 所 述 , 当 上 底 为 
0 时 , 就 是 三 角形 的 面积 公式 : 底 x 高 二 2; 当 上 
底 等 于 下 底 时 , 就 是 平行 四 边 形 的 面积 公式 : 底 
x 高. 

本 题 是 一 个 结论 未 知 的 探索 性 问题 , 故 在 解 
题 之 初 , 我 们 可 以 通过 将 梯形 “特殊 化 ”为 三 角形 
或 平行 四 边 形 , 先 猜想 出 问题 的 结论 , 然后 再 给 
耶 证 明 ! 

设 梯形 4BCD 的 面积 为 5. 如 图 2, 当 C、D 
重合 时 , 梯形 4BCD 变 成 ADAB, 连结 4AM, 从 
而 S = SADAB = 2SADAM = 2 Xx 2 X AD x 
MN= ADx MN. 





图 2 


如 图 3, 当 DC = AB 时 , 梯形 4BCD 变 
AD x MN. 


心 © 
N 


A B 
图 3 
由 此 我 们 可 以 猜想 本 题 的 结论 是 “梯形 
ABCD 的 面积 等 于 4AD 与 MN 的 有 乘 积 ”, 即 本 题 
需要 证 明 9 = AD x MN. 思路 也 就 由 此 开启 ， 
一 个 梯形 的 面积 等 于 两 条 线段 的 乘积 , 这 预示 着 
可 以 将 梯形 转化 为 面积 可 以 用 两 线段 乘积 来 表 
示 的 特殊 图 形 ( 如 三 角形 .平行 四 边 形 .特殊 梯形 
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或 矩形 ). 

2.2 平移 一 腰 平 中 见 可 

对 于 梯形 问题 , 常 添加 的 辅助 线 是 平移 一 灰 ， 
即将 一 腰 从 上 底 的 一 个 兹 点 平移 到 另外 一 个 闯 
点 , 从 而 将 梯形 分 割 成 一 个 平行 四 边 形 和 三 角形 ! 
本 题 也 可 以 如 法 炮制 : 

如 图 4 过 点 C 作 CE/A4D, 交 MN 于 点 也 
交 AB 于 点 BB, 连结 BM. 

易 证 明 四 边 形 AECD 是 平行 四 边 形 , 故 EC 
= AD, EC 4 MN, 所 以 

S 一 /7 4agcD + SAgBc = AD x NF+ 
2OACEM 

= ADxNF+2x5xECxFM= ADx 
NF+ADx FM 


= AD x (NF + FM)= AD x MN. 





4 5 
还 可 以 考虑 CE 1 MAN, 连结 CN、EN, 如 
图 5, 四 边 形 NEMC 面积 为 3 x MNxCE= 


5 x MN x 4D. 又 梯形 4BCD 被 分 割 成 
万 4BCD 和 ACEBEB, 而 乙 4BCD 的 面积 等 于 
人 ECN 面积 的 2 倍 ”人 CEB 的 面积 等 于 
ACEM 面积 的 2 倍 , 人 ECN 的 面积 与 CEM 
的 面积 之 和 为 四 边 形 NEMC 的 面积 , 故 S = 
2x5 xMNx AD= ADx MN. 

由 然 是 平移 一 腰 , 问题 中 涉及 中 点 , 为 何不 
过 中 点 平移 呢 ? 

如 图 6, 过 点 MM 作 EF//4D, 交 DC 的 延长 


线 于 点 已 , 交 AB 于 点 了 . 易 证 明 四 边 形 AkED 
D © _E 
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是 平行 四 边 形 , 且 ACAME GABAME 故 9 = 
SO/7 AFED = ADxNM. 

当然 , 我 们 也 能 过 下 底 的 另 一 个 端点 平移 一 
腰 : 

如 图 7, 过 点 B 作 BE/AD, 交 DC 的 延长 线 
于 点 ,延长 NM 交 BB 于 点 了 ,连结 EM. 易 证 
明 四 边 形 4BED 是 平行 四 边 形 , 故 BE = AD， 
BE LMN, 所 以 
一 DAh4BED 一 DABBC 
= ADx NEF— 2SABEM 
-4Dx NF -2x3xBExFM 
=ADx NF- ADx FM 
= ADx (NF — FM)= AD x MN. 





图 7 

不 难 感受 到 , 即使 是 常用 的 作 辅 助 线 一 平 
移 一 腰 , 在 发 散 思维 的 指引 下 也 能 根据 另 一 采 上 
有 三 个 不 同 的 点 而 有 三 种 平移 方法 , 进而 得 到 四 
种 不 同 的 解法 . 显然 , 过 中 点 平移 一 腰 的 解法 最 
为 简洁 , 因为 它 将 梯形 割 补 成 一 个 平行 四 边 形 而 
直接 得 到 了 结论 , 如 此 叙述 是 希望 读者 可 以 体会 
到 , 这 种 解法 不 是 凭空 产生 的 , 它 是 在 热 知 方法 
基础 上 结合 题目 特点 自然 产生 出 来 的 , 但 愿 通过 
这 种 解 题 思 路 的 自觉 而 全 面 的 分 析 进 而 获得 怎 
样 解 题 的 感悟 ! 

2.3 倍 长 中 线 殿 试 不 风 

因为 题目 里 面 有 中 点 这 个 条 件 , 所 以 想起 几 
何 里 面 遇 到 中 点 时 常用 的 方法 -一 倍 长 中 线 法 ， 
结果 取得 了 预期 的 良好 结果 , 真是 屡试不爽 : 本 
是 “延长 DM 至 点 上 , 使 得 ME = DA ,为 了 
简化 叙述 , 如 图 8, 延长 DM 交 AB 的 延长 线 于 
点 忆 , 连结 AM. 易 证 人 ACMDA 信 BME, 故 








2012 年 第 4 期 


3S= SApap=23ApaM =2x > xADx 
MN = AD x MN. 

这 里 也 可 以 连结 并 倍 长 4M. 从 某 种 意义 上 
来 说 , 解 题 就 是 一 个 不 断 尝 试 直至 成 功 的 过 程 ， 
而 尝试 的 起 点 正 是 我 们 做 过 的 类 似 的 题目 里 面 
所 用 到 的 方法 , 及 大 量 解 题 后 自然 产生 的 解 题 经 
验 ! 

2.4 轻 轻 旋转 魅力 无 穷 

本 着 将 梯形 割 补 成 特殊 图 形 ( 其 实 是 可 以 直 
接 或 方便 表示 面积 的 图 形 ) 的 思想 , 尝试 着 将 该 
一 般 梯 形制 补 成 特殊 的 直角 梯形 , 结合 梯形 及 中 
点 的 条 件 , 调动 图 形变 换 的 知识 , 发 现 这 可 以 通 
过 旋转 达成 : 如 图 9, 将 四 边 形 DNMC 绕 点 计 
沿 顺 时 针 方向 旋转 180° 至 四 边 形 FEMB, 则 易 
知 四 边 形 入 AFE 为 直角 梯形 , 所 以 梯形 ABCD 
的 面积 等 于 直角 梯形 NAFE 的 面积 , 故 

_ (EF+ A) x NE 


_ (ND + AN x2NM _ pa 


一 





图 9 
应 该 说 , 轻 轻 地 一 个 旋转 , 问题 的 解决 一 下 
子 豁然 开朗 , 充分 展现 了 图 形变 换 在 解决 几何 问 
题 中 的 独特 魅力 , 也 是 思维 达到 一 定 深度 的 自然 
流 锯 ! 
2.5 再 取 中 点 又 添 新 法 
由 于 题目 出 现 了 一 腰 的 中 点 , 故 再 取 另 外 一 


腰 的 中 点 , 连结 即 为 梯形 的 中 位 线 , 而 梯形 的 面 
积 就 可 以 由 其 中 位 线 及 高 表示 出 来 . 如 图 10, 取 
AD 中 点 P, 连结 PM、 DM、 Mh, 则 PM = 
5(DC + AB), 设 实 形 4BCD 的 高 为 hb， 易 知 
S = 二 PM x h. 下 面 用 两 种 方式 来 表示 三 角形 
DAM 的 面积 , 一 方面 以 DA 为 底 边 , 则 SA4DM 


= 3 x 4D x MN; 另 一 方面 , 将 其 看 成 两 个 


以 已 M 为 底 .高 均 为 二 的 三 角形 刀 PM 和 三 角形 
APM 的 面积 之 和 , 区 SAapM = 2 x 了 PM x 
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2 2xPMxh, 从 而 , PM xh== ADxMN， 


故 S$S = AD x MN. 


10 
梯形 的 面积 可 以 由 中 位 线 及 高 表示 出 来 , 故 
当 本 题 中 出 现 一 腰 的 中 点 而 所 求 又 是 面积 时 想 
到 再 取 中 点 构造 中 位 线 的 做 法 就 很 自然 而 然 了 ， 
解法 虽 不 简 涪 却 也 基 一 个 全 新 的 视角 ! 
2.6 巧 章 善 补 大 放 异 彩 
由 上 所 述 $S = 4D x MN, 这 说 明 一 定 可 
以 将 梯形 通过 适当 分 割 并 补 成 一 个 长 、 宽 分 别 为 
AD、MN 的 矩形 . 如 图 11, 过 点 D 作 DE 1 4D， 
且 DE = MN, 进而 作 和 矩 形 DAKE, 并 可 按 上 
述 示意 图 (证 明 略 )， 将 梯形 ABCD 分 割 并 补 成 
矩形 DAFE, 则 S= 4D x DEB=ADxMN. 





图 11 

在 不 同 几何 图 形 面积 表达 式 的 必然 关联 下 ， 
使 我 们 所 有 了 一 定 可 以 将 梯形 补 成 矩形 的 信念 ， 
并 跟 进 了 尝试 的 决心 和 行动 , 至 此 数学 思维 之 奇 
措 美 被 展现 得 淋漓 尽 致 , 如 烟花 般 大 放 异 彩 ! 

3. 收获 及 感悟 

这 是 一 道 看 似 平淡 无 奇 的 梯形 问题 , 却 因 深 
层次 、 多 角度 的 挖掘 而 获得 了 众多 貌似 难以 想 
到 实 又 自然 得 来 的 解法 , 为 数学 思维 的 锻炼 提供 
了 一 个 绝 佳 的 平台 ! 其 中 , 有 常规 思路 的 大 胆 尝 
试 , 有 相近 解法 的 目 然 喷发 , 有 常用 方法 的 故 技 
重 施 , 有 图 形变 换 的 "“ 神 来 之 笔 ， 更 有 图 形制 补 
的 "石竹 天 工 ,虽然 走 的 路 径 有 别 但 却 殊 途 同 归 ， 
在 将 “梯形 割 补 成 特殊 图 形 " 的 思想 统领 下 , 众 妙 
毕 备 , 异曲同工 , 共 壮 数学 思维 之 美 ! 
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1. 引言 

高 深 的 数学 思想 往往 源 于 一 些 平凡 的 事实 . 
如 张 景 中 院士 看 到 了 一 个 极其 显然 的 事实 : 运动 
物体 在 一 个 时 间 段 上 的 平均 速度 总 是 介 于 两 个 
瞬时 速度 之 间 , 便 由 这 样 一 个 平凡 的 事实 发 展 出 
了 不 用 极限 的 微 积 分 里 , 令 人 到 服 ! 他 能 做 一 
切 正确 的 事情 站， 林 群 院士 如 是 说 ， 教 育 数学 
的 思想 对 数学 教学 具有 启发 意义 , 不 要 把 我 们 的 
数学 弄 得 太 复 杂 了 , 数学 思想 应 当 是 简单 、 平 
易 近 人 的 . “ 兵 对 兵 , 将 对 将 "是 人 们 耳熟能详 
的 一 句 俗语 , 数学 分 析 里 的 正 项 级 数 的 比较 判断 
法 : 震 正 项 级 效 > ai 收敛 , 且 0 < b; < ai (t= 


1,2, “…)， 则 级 数 > bs 也 收敛 , 言说 的 就 


是 这 样 一 件 于 这 种 思想 若 用 于 不 等 式 的 证 明 
中 , 可 以 出 乎 意料 地 , 轻易 地 破解 一 些 难度 较 大 
的 、 学生 犯 愁 的 高 考试 题 ， 只 要 运用 得 妙 , 这 种 
貌似 平常 的 方法 实 非 寻 常 问 . 如 何 恰当 地 分 解 a; 
是 运用 此 法 的 关键 . 本 文通 过 一 些 商 考试 题 来 说 
明 这 种 思想 及 方法 的 出 色 运 用 . 

2. 样 例 

2.1 比较 判断 法 (1) 的 运用 

例 1 (2010 年 湖北 高 考 压轴 题 ) 已 知 f(7x)= 
az+ 2 十 ca > 0 的 图 象 在 点 (1, (1)) 处 的 切线 
方程 为 y =? 一 1. 

(1) 用 a 表示 bc 

(加 若 F(z) > Inz 在 和 ,十 oo0) 上 恒 成 立 , 求 @ 
的 取 值 范围 ; | 


、 1 
明 :1 十 二 十 二 十 .十 二 
( 巩 ) 证 明 1+3+3+ 十 二 > ln(n 十 1) 十 


一 n> 1 . 
2(? 十 1) 

分 析 与 略 解 不 难得 到 5 = 二 a 一 1l,c=1~2a 
及 a 之 也 .由 命题 者 的 本 意 , 由 于 f(x) = az 十 


技术 工程 研究 中 心 徐 章 略 
2 二 十 1 一 2a>lnz 当 a > > 时 恒 成 立 ， 特别 


地 ,有 3 ( - :) > Inz. 令 z 二 十! (显得 有 
I Kk 


点 突 几 ), 则 有 ( 邱 ! _ 1 > In 入 


IFT 1 _1 1 _ 1. 

变形 有 大 } (3 5) > me 化 简 
n [1 1/1 1 k+l 
(i 外 > 主 ne k 


此 本 的 关键 是 寻找 1 ( _ > 
题 为 了 分 解 试题 的 难度 , 在 证 明 (春之 前 增设 了 
“台阶 * (和 (m, 体现 了 * 抬 级 而 上 , 难度 渐 增 ?的 
特点 . 倘若 没有 (D、(I 两 小 题 的 铺陈 , 如 何 寻 找 


1 ( _ 1)> Inz 呢 ?可 以 用 比较 判断 法 来 守 





Inzx. 该 


待 证 结论 1 十 了 十 子 十 … 十 二 > In(n + 


2 了 环形 以. 1 1 
mt 1+3+3+ 


1 
十 一 7 -a + > ln(n+ 1) (n 之 之 1) (不 移 项 
变形 也 是 可 以 的 ). 把 待 证 结论 的 左边 看 作 数 列 
{an} 的 前 % 项 和 , 右边 看 作 数 列 {6w} 的 前 nn 项 


| 一 名 十 1] NR > 1: 5 = 
和 . 则 on 3 (2 -1) ; 
In +2,n 之 1. 


1) 十 


由 比较 判断 法 知 , 要 比较 an 








7 十 ] nn 
与 5 的 大 小 , 即 要 证 明 并 (1 - 2 ) > 


im 十， 令 z 一 二, 即 得 3 
ma 这 是 四 和 (四 的 稍 陈 有 了 这 祥 一 个 分 析 
之 后 , 为 什么 要 令 z = “七 也 看 得 很 清楚 了 ， 


令 z 一 十 1 不 


例 2 (2011 年 湖北 高 考 压 轴 题 ) (1) 已 知 阔 





z—l 之 
包 
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数 f(z)=lInz 一 zx 十 1，z € (0, 十 oo0), 求 函数 
f(z) 的 最 大 值 . 

(D) 设 ax、 bx (k = 1,2,…,n) 均 是 正 数 , 证 
明 : 

CD 若 mi + ozba + .+ anbn <bitbt 

十 br, 则 aa2z .abn &1; 

() 若 有 十 be 十 … 十 bn = 1 则 二 < 
brrb22 .bon 十 太 十 … 十 b. 

分 析 与 略 解 : 不 难 求 得 有 (7x) 的 最 大 值 为 0, 即 
Inzx < z 一 1. 同 例 2 的 分 析 一 样 , (了 ) 是 为 (TL) 作 
铺陈 的 ,， 倘若 没有 (了) 的 铺陈 ， 如 何 证 了 明 (下 ) 呢 ? 
由 “ 执 果 索 因 ”的 证 明 方 法 知 


NN 
ong. .abn 1 bilnor 0, 


由 比较 判断 法 知 , 阁 bi ln ax < ch < 0, 问题 就 
解决 了 . 由 条 件 oab 十 Q2b2 十 … 十 anbn 所 b1 填 
bz 十-… 十 bn 有 (ox 一 1)bk < 0, 故 可 令 ck 二 
(ak 一 1)bx, 这 时 中 lInax < ck < 0, Bb lnax < 
(ok 一 1)bk < 0, 化 简 得 inak < ox 一 1. 令 z = 
ak 即 有 Inzx 7 一 1, 这 就 是 (了 的 铺陈 . 
比较 判断 法 里 面 蕴 含 的 “分 解 一 配对 ”有 助 


于 (了 DD 之 (2) 证明 思 路 的 寻找 . 
欲 证 的 1b22 .bor 了 报 十 如 十 … 十 本， 


令 人 3 如 十 弛 十，… 


路 用 。， 
/ 


十 刀 , 待 证 结论 可 变形 为 


注意 到 红 1 十 bz 十 … 十 bn = 1, 采用 分解 一 
配对 ”, 故 有 
人 
S 9 9 
用 综合 法 书写 上 述 过 程 即 是 : 
仿 S 二 有 妈 十 如 十 … 十 如 , 则 
册 革 十 如 隆 十 … 十 bm 委 二 1 
二 总 十 bo 十 … 


十 bn， 
由 (了 0) 之 (1) 有 
"(52 ..... ()" i 
S 9 Ss = 
化 简 即 得 
bo bb? .，。。 . bbn 二 .Sb 十 ba 十 … 十 bn 
一 姘 十 恕 七:… 十 既 . 
欲 证 过 <& be1 bb2 . ... 


b bn 
2 b, 


be", 注意 到 六 十 bz 十 


数学 教学 


4-37 


… 十 bn 二 1, 故 即 是 证 


bisb pb 
pip2.... .phon 
nb01+b2++… 十 bn < bh bs Dr ” 


采用 “分 解 一 配对 ”， 符 证 纺 论 可 变形 为 


b1 bo 
1 (2)... (1 
他 


7 nn 
用 综合 法 书写 上 述 过 程 即 是 : 因为 
bi +6 +..+b i =1 


nb1 nb2 nbn, 
二 1 十 02 十 … 十,， 
由 (1) 之 (1) 有 
bi bs2 bn 
(去) (去 ， Lei 
nbi TDo nb 的 


化 简 即 得 二 < 如 如 用 
例 3 (2008 年 陕西 高 考 压 轴 题 ) 已 知 数列 
{an} 的 首 项 al = 57 Qn+l 一 2 :7 EN:*. 
(1) 求 {2n} 的 通 项 公式 
(2) 证 明 对 任意 的 xX > 0, an 之 1+ 


1 2 . 
(1 +2) 必 Dr- 人 
n2 
(3) 证 明 : al 十 a2 十 … 十 an > 一 一 


gn 十 1 
分 析 与 略 解 : 不 难 求 得 an = 








下 十 了 


sn 按 命题 


者 本 意 , (2) 是 (3) 之 铺陈 , 是 要 用 (2] 来 证 (3) 的 
但是 人 者 给 出 的 和 案 大 出 于 意料 了 - 不 要 他 





之 铺陈 , 用 比较 判断 法 也 能 证 明 (3). i + 是 
数列 {50} 的 前 ?项 之 和 ， 可 求 得 
> n= 1, 
bn, = 
__~ 1 mm>o9 
nmn+l1)’” 
Ql 一 5 > 二 3 
即 要 证 3" > 2n? 十 2n 一 2(n 之 2)， 虽然 2 不 


大 于 22， 但 有 ax 十 Q2 之 Ed b1 十 b2; 故 要 把 这 两 项 
合成 一 项 . 对 疡 3, 3" 二 (1 十 2)* 之 1+2Cl+ 
402 二 8C3 > 2n?2 十 2mn 一 2, 故 ， 

(al 十 a2) 十 和 Qk > (bl 十 b2) 十 2 bk, 

一 5 一 3 

即 得 待 证 结论 . 

例 4 (2006 年 福建 高 考 压 轴 题 ) 已 知 数列 
{an} 满足 &1 = 1,anti = 2an 十 1 (me N°"*). 

(1) 求 数列 {an} 的 通 项 公 2 

(TD) 证 明 : 3 < Ll 二 十 7 十， -十 





< 
nt 
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2 EN’) 将 ma 一 二 看 作 是 数列 {o} 的 前 项 的 和 ,由 

分 析 与 略 解 : 不 难 求 得 on = 2* 一 1(n Ee 1- 3， k=1, 
N"*)， 把 3 看 作 数 列 {bn} 的 前 % 项 和 , 则 bn = I ky2 
1 _L1_1_ 1 _]1_li1_y 
2 (%> 1 -1-4 3 

antl 2an+l , di < ,上 之 2, 故 结论 成 立 . 
因为 一 7 (ne N’), 2.2 比较 判断 法 (I) 的 运用 
所 以 < > (k = 1,2,…, n), 故 例 6 (1985 年 上 海 高 考试 是) 对 于 一 切 大 于 
K+ 1 ， 
1 1 的 自然 类 证 明 : (1 十 二 ) (+ 
KI Qk+I k=12 


即 得 待 证 式 的 右 半 部 分 . 对 待 证 式 的 左 部 分 , 不 


能 如 此 拆 分 全 一 ,但 注意 到 





n_l_n_ljn_ ll 

2 3 2 3 < 3 名 丈 ， 
十 1 1 1 kk 
故 若 有 3 一 3 训 < 序 Ql 即 可 , 此 式 不 难 证 得 . 


这 种 把 常数 用 一 个 无 穷 递 缩 等 比 数列 表示 
出 来 的 技法 在 文 [ 引 出 现 过 , 曾 用 于 解析 2002 年 
高 考 压 轴 题 . 这 种 技法 不 止 一 次 地 出 现 过 , 看 下 
面 一 道 试题 . 

例 5 (2011 年 天 津 高 考 压 轴 题 ) 已 知 数 列 
{an} 与 {bw} 满足 t+lan 十 baan+l 二 (一 2)” 十 


1, 5 = Ee N*, Hol = 2. 


(1) 求 a2、a3 的 值 ; 

(2) 设 cn 二 a2n+1 一 Q2n_1,nEN*, 证 明 {cw} 
是 等 比 数列 ; 

(3) 设 Sn 为 {fan] 的 前 m 项 和 , 证明 六 + 


+ 22m <n-l,neN:. 
Q2n—1 on 3 


分 析 与 略 解 : 不 难 求 得 


一 92k—1 1 


2k—1l 
' 02k 一 本 一 ? 


CQ2K 一 1 


92K-1 一 十 2 和 一 1， 


S2k 一 过 大 EN". 


由 于 左边 涉及 有 2n 项 , 故 不 妨 记 ds = + 


+ (k EN") Gi 种 把 阿 项 看 作 一 项 的 方法 在 
处 理 2004 年 全 国 高 考卷 (1) 的 压轴 题 时 用 到 过 ， 


1 
详 见 文 3)), 则 dx 一 1 一 区 -1 


1+_ 1 1 ~ V2n+1 
27n.—1 2 


分 析 与 略 解 : 令 an = 1 十 了 
n 之 1), 则 {an} 和 前 n 项 之 积 为 ” 
1 1 1 1 
人 GT 0 ) 
待 证 式 等 价 于 I (+ 这 
把 V2n 填 1 看 作 数列 {o"] 的 前 n 项 之 积 则 六 三 





T(EN,, 





2n 十 1. 























5h Yn > 2, 故 
b», = tn 之 1. 
现 比较 ok 与 妈 的 大 小 . 易 证 ok 二 1+ 一 
1 > 二 -or 放 
十 (1+ 记 > 站:> 砍 二 -v 殉 H 
a Oa) 


类 似 地 , 可 以 证 明 

(2009 年 广东 高 考 压 轴 题 ) 已 知 曲 线 Cn : 7? 
一 2nz 十 妨 二 0,n = 1,2…, 从 点 P( 一 1,0) 疝 
曲线 Cn 引 斜 率 为 (Kn > 0) 的 切线 机, 切 点 为 
Pn (zn, yn)- 

(1) 求 数列 {zn} 与 {yn} 遂 项 公式 ; 

(2) 证 明 : 21.73 Tan-1 < 


V9 sin 

(2009 年 山东 高 考 压 轴 题 ) 等 比 数列 {an} 的 
前 % 项 和 为 Sn 已 知 对 任意 的 n EN*, 点 (n, Sn) 
均 在 函数 Y= 了 六 十 7(b> 0 有 是 5 半 1,b、? 均 为 肖 
数 ) 的 图 像 上 . 
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(1) 求 > 的 值 
(2) 当 b = 2 时 , 记 如 二 2(log2 an +1),n E 

N*, 证 明 : 对 任意 的 n e N* 不 等 式 t+ 


2 十 十 … 十 mt > Vn 十 1 成 立 . 
2 n 

2.3 比较 判断 法 (I) 和 比较 判断 法 ( 古 ) 的 联合 
运用 


例 7 (2008 年 福建 高 考 压 轴 题 ) 已 知 函 数 
f(z)= In(z +1)—z. 

(1) 求 f(x) 的 单调 区 间 ; 

(2) 记 f(x) 在 区 间 [0,] " < N*) 上 的 最 小 








值 为 b,， 令 an = ln{(l ++n)— n: QO’ 如 果 对 一 切 
n, 不 等 式 Van < VGRT5 De 成 立 ， 3 


实数 c 的 取 值 范围 . @ 求证 : a + CC3 aa 十 …: 十 


人 204 
人 1Q3 Q2n—1l 
oar ra < Vntli-l. 
分 析 与 略 解 : 由 (1) 与 (2) 不 难 求 得 an 二 n. 


第 (2) 的 @ 即 是 要 证 
1 1.3 1.3.5 27 一 1 
2 二 34 
<V2n+l1—1. 
令 二 D4 6. Ok) ,把 V2n 十 1 
一 1 看 作 数 列 {cn} 的 前 n 项 之 和 ， 则 … 
V3—1, n= 1, 
V2nt+l— V2n—l1, n> 2. 


bi < ci 是 显然 的 , 现 要 比较 以 与 cx (k 之 2) 
的 大 小 . 
令 的 二 站 二 +， 则 bk 可 看 作 数 列 {5'k} 的 

















前 项 之 积 而 cx = Wr V1 
TT > > 
令 伙 一 (>) 故 只 要 证 明 
-1.35.. .Qk 1) 1 
br = 2.4.6..... (2k) <dk= DE 
即 可 . 
全 _ V2 -1 
从 二 VE 二 人 也 ) 则 di 可 看 作 是 
数列 {x} 的 前 项 之 积 . 
: _ 2k—1 28 一 1 yy 
X= To < E(k]) 


和 nh 
是 显然 的 故 下 一 这 以 < 下 成 一 必 <cr 
一 外 :二 1 
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所 以 有 > dx < > ck; 待 证 式 得 证 . 


2.4 比较 判断 法 的 变 式 应 用 
an 也 可 以 看 作 某 个 数列 的 前 7 项 和 , 即 an 可 
以 分 解 为 : an = (an 一 Qn_1) 十 (Qn-1 一 an-2) 十 
… 十 (as2 一 Q1) 十 Q1. 在 这 个 观点 之 下 , 也 可 以 
对 单个 的 on 使 用 比较 判断 法 . 
例 8 (2005 年 湖北 高 考 压轴 题 ) 已 知 不 等 式 
3 十 当 十 … 十 二 > 二 [ioge 驯 , 其 中 m 为 大 于 2 的 
整数 , [log2 nj 表示 不 超过 logs nn 的 最 大 整数 . 设 
数列 的 {Qn} 各 项 为 正 , 且 满 足 cl = 二 b> 0, an < 


一 2n-1 7% 二 2,3,.……, 证 明 
Nan_i 


20 
cs 二 2 4, 站 
om <3 Dllog, ’” ,3, 4,5 


分 析 与 略 解 : 待 证 结论 cu < 一 2 


2 十 blog。 可 可 
杰 形 工 l 











1 __1 + (二 - 1 
Qn—l Qn—2 Qn Qn—l 


到 已 知 条 件 了 3 十 3 十 … 十 = > 二 [loga 7n), 
1 1 1 
故 如 果 有 二 (2 一 二 ) (2 二) 十 
(二 -0 Lt+ 
Qn—l1 Qn—2 Qn Qn—1 b 
3 十 3 十 二 二 yn (*) 
则 待 证 结论 成 立 . 又 由 比较 判断 法 , 若 有 
二 -n> 2) oo (**) 
则 下风 
化 简 (x**) 式 得 二 > Tt, n=2,3,. 
这 即 是 已 知 条 件 . 有 芝 全 证 生 夺目 术 过程 即 居 . 
当 n 之 2 时 ， 0<an 世 一 2-1 ， 
入 十 Cn 一 1 
1 Nan—l 1 1 1 
所 > an 即 2r 一 开交 
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又 由 已 知 条 件 荆 + 上 十 … 十 二 > 1logs nj， 院士 用 平凡 简单 ,又 可 能 出 乎 预料 的 方法 实现 了 
os "2 拉 格 朗 日 的 梦想 Dl. 我 们 应 发 展 这 样 的 方法 ， 


故 有 十 > 了 + 名 不 是 追求 高 深 的 技巧 . 值得 指出 的 是 , 车 4 
2 Bi;,1i = 1,2,.…, nN, 风 A; Bi, 但 有 日 
故 an < 了 n = 2,3,4,5,.….. ,网 半 4 > > 但 有 时 
类 似 地 , 可 以 解决 虽 有 》` hi 之 》 Bi, 但 不 能 逆 用 本 法 得 出 A; > 
(2005 年 重庆 高 考 压 轴 题 ) 已 知 数列 {an} 满 B.. 一) 
是 Qi 二 1,， onti= (1 -i ant 训 (n>1). 参考 文献 
(1) 用 数学 归纳 法 证 明 : an > 2 (n > 2); [2] 张 景 中 , 直 来 直 去 的 微 积 分 [M]. 北京 : 科 
(2) 已 知 不 等 式 ln(z 十 1) < z 对 z > 0 成 学 出 版 社 , 2010. 
立 , 证 明 : ax。 < e2,m > 1， 其 中 无 理 数 e = [3] 林 群 . 谈 谈 张 景 中 的 教育 数学 [可 . 数学 通 
2.71828.……. 报 , 2006 (6): 5-6. 
3. 结语 [3] 徐 章 后 . 比较 判断 法 解析 高 考试 题 []. 数 
早 在 二 十 年 前 , 我 国 首 批 十 八 位 博士 之 一 的 。 ”学 教学 , 2009 (2): 43-45. 
张 筑 生 先 生 就 提倡 “让 解 题 的 思路 来 得 目 然 后 徐 章 寿 , 刘 红 . 2002 年 高 考 压 轴 题 的 解析 
些 " 回 .解法 的 自然 源 于 数学 思想 的 自然 , 因为 ”及 探 源 辐 . 数学 通讯 , 2002 (19): 3 
数学 思想 本 来 就 是 自然 而 平和 的 加 本文 所 提 四 张 筑 生 . 让 解 题 的 思路 来 得 自然 赂 . 中 等 
及 的 方法 并 不 高 深 , 甚至 有 点 平凡 , 然而 平凡 的 ”数学 , 1991 (6): 13-15. 
方法 用 到 极致 便 是 不 平凡 了 . 这 点 在 张 景 中 院 [6] 张 疯 宙 . 数学 思想 是 自然 而 平和 的 四 . 人 


士 的 《 直 来 直 去 的 微 积 分 》 中 体现 最 明显 了 , 张 。 民 教 育 , 2006 (10): 28-29. 

(上 接 第 4-8 页 ) 教学 法 ”一脉相承 , 与 新 课程 理念 若 合 符 节 ， 实 
的 学 生 表 示 能 够 复述 ,36 儿 的 学 生 表示 有 印象 . ”上 践 表 明 , 采用 发 生 法 讲授 椭 阅 的 定义 , 激发 了 学 
33% 的 学 生 课 后 思考 过 上 课时 拼 次 纸 片 环节 所 生 的 学 习 兴 趣 , 创造 了 学 生 的 学 习 动 机 , 加 深 了 
得 到 的 曲线 和 曲 边 四 边 形 两 种 情形 , 并 能 理解 为 。 ”学 生 的 概念 理解 , 得 到 了 学 生 的 普遍 认同 . 
什么 参考 文献 

用 立体 几何 模型 探究 椭圆 的 定义 , 给 学 生 贸 y Apollonius. Conics (translated by R. 
下 深刻 的 印象, 并 能 在 课 后 复述 整个 过 各 ,说明 。 Tlieferro) In: RM_ Hutebins (ed ), Great 
学 生 已 经 深刻 理解 定义 . 虽然 探究 环节 奉 的 时 间 。 Too 0 he ee on 人 CE 
比较 长, 但 是 学 生 的 体验 和 感受 是 很 宝贵 的 收获 oo 
， (9 关于 本 节 课 的 授 深 方 式 , 82.7% 的 学 生 闪 [2] Maanen, J. van. Seventeenth instru- 
为 ， 寿 有 欠 什 教师 应 多 有 用 ments for drawing conic sections [J:. The 
0 he Mathematical Gazette, 1992, 76 (476): 222-— 
过 其 理 , 一 1 E20 > 现 “。 管 进 230. 
高 中 数学 课程 标准 也 指出 ， 教学 要 体现 数学 知识 [3] L’Hospital, M. de. Traité Analytique 
的 发 生发 展 过 程 , 促进 学 生 的 自主 探索 . 教师 应 des Sections Coniques [MI]. Paris: Montalant, 

该 注意 创设 情境 , 从 具体 事实 出 发 , 展现 数学 知 1720. 22-25. 

识 的 发 生 、 发 展 过 程 , 使 学 生 能 够 从 中 发 现 问 题 、 [4] 苏 惠 玉 . HPM 与 高 中 几何 教学 : 以 圆锥 
提出 问题 , 经 历数 学 的 发 现 和 创造 过 程 , 了解 知 曲线 的 正 焦 弦 为 例 [Jj. HPM 通 讯 ，2008 (2 一 3): 
识 的 来 龙 去 脉 . 发 生 教学 法 与 第 斯 多 惠 的 “基础 1-11. 


2012 年 第 4 期 


数学 教学 441 


题 公 最 好 列 多 余 


100071 北京 市 丰台 第 二 中 学 甘 志 国 


下 面 这 道 题 是 某 重 点 高 中 2012 届 高 三 10 月 
联 考 题目 , 答案 是 (B). 

题 1 如 图 1 所 示 , 已 .五 分 别 是 A4BC 边 
AC、BC 的 中 点 , 点 O 在 线段 DE 上 , 且 有 O4+ 
208B+30C = 0, 则 人 ABC 与 AOC 的 面积 


B E C 
图 1 

笔者 看 到 这 道 题 后 , 不 是 盲目 寻求 答案 , 而 
是 按照 " 思 、 探 . 练 . 变 、 提 ”的 步 鸡 研究 这 道 题 的 
解法 是 , 发 现 这 道 题目 的 题 设 有 多 余 的 部 分 : 

当 A4BC 确 定 后 , 由 O04 +20B + 30C = 
0 知 点 O 也 是 确定 的 : 在 平面 直角 坐标 系 中 , 可 
设 A(6z1,6y1)、B(6x2,6y2)、C(6z3, 6y3), 得 

O (x1 十 272 + 373,Y1 + 2y2 + 3y3). 

当众 ABC 确定 后 , 边 A4C、BC 的 中 点 DD、 
忆 也 是 确定 的 , 但 本 题 能 保证 题 设 “点 O 在 线段 
也 呈 上 "一 征 成 立 吗 ? 这 是 需要 验证 的 : 在 平面 
直角 坐标 系 中 , 可 设 4(6zl, 6y1)、B(622, 6y2)、 
C(6z3,6ys), 由 DD、 巨 分 别 是 AABC 边 4AC、BC 
的 中 点 得 D(3z1 + 323, 3y1 十 3y3)、E(3z2 十 
3z3, 3yz 十 3y3)， 所 以 可 得 DO = 2OE, 即 古 
设 “ 点 OO 在 线段 DE 上 ”一 定 成 立 . 幸好 , 题 设 是 
相 容 的 ! 

笔者 认为 , 题 设 最 好 别 多 余 ! 题 设 若 是 相 容 
的 , 该 题 有 解 , 但 作为 解答 题 时 要 检验 题 设 相 容 ， 


手 麻 烦 ; 题 设 者 是 不 相 容 的 , 该 题 无 解 , 但 作为 大 
题 , 解答 时 要 检验 出 题 设 不 相 容 , 也 挺 麻 烦 的 . 

可 把 题 1 改 为 下 面 的 题 2 或 题 3, 题 设 就 不 多 
余 了 . 

题 2 如 图 1 所 示 , 是 人 4BC 的 边 BC 的 
中 点 , 点 0 满足 04 + 20B + 30C = 了, 则 
人 AEC 与 人 人 AOC 的 面积 之 比 为 ss ( ) 

(A)2 (Bs (O03  (D)S. 

解 : 如 图 2, 作 0B’ = 208B, 0G = 30C 
得 O04 十 OB +OC’ = 了 所 以 点 0O 是 A4BC 
是 的 重心 , 得 SAo4B'=SAoaB'c' = SAohG', 即 
29^o4B = 6SA0BG = 3SAohc. 





设 SAouhc = 2, 得 SAohB = 3, SaoBc = 
1 SAABC = 6. 所 以 SA4BC = >SAhBc = 3, 


SAAEC _3 


SAAOCG 2 

题 3 如 图 1 所 示 , D、 忆 分 别 是 人 4BC 的 边 
AC、BC 的 中 点 , 点 O 是 线段 DE 的 靠近 点 忆 的 
三 等 分 点 , 则 人 AEC 与 人 AAOC 的 面积 之 比 为 


(A)2  (B)3; (©)3; 
解 : 如 图 3, 过 点 O 作 O 上 4C 于 点 H， 
过 点 恕 作 EH' 上 AC 于 点 二, 可 得 45C 一 
SAAOC 
EH' ED 3 


OH OD 2 














4-42 
A 
D 
»? 
pos 
B E © 
图 3 
题 4 (文思 的 例 6) 求 证 :3 十 十 了 十 … 十 
pe 
NH > 2). 
原 解答 : 构造 函数 f(z) = 一 -也 十 Inz, 则 
f'(z) = 2 二 ,得 fw) 在 [1 100) 上 是 增 函 数 . 
\ 7 _ nN 
所 以 , 当 n> 2 时 了 ( 5 = In 


1 > f(1)=0, 得 <in 一 2 
n 了 也 一 外 








lilt...+li<n2+Ins 
所 以 3+s+3+.…+<Ihit+in3+ 
十 mn 一 = nn. 

1 -一 
设 g(z) = lnz 一 z, 则 g'(z) = 二 一 1 所 以 


9g(z) 在 [1,+co) 上 是 减 通 数 . 
sn (a ) 2 
1 


< + 


< 9( = 一 1 
3 


所 以 jn = ln 2 +in 二 .十 了 一- < 
1 2 nC—1 

1 1 1 1 
1 十 本 十 1 十 3 十 … 十 1 十 一 ?十 7 
和 

评注 : 利用 函数 单调 性 和 比较 大 小 是 常见 的 
证 明 不 等 式 的 方法 , 特别 是 在 引入 导数 后 , 单调 
性 的 应 用 更 加 普遍 . 

对 题 4 及 其 参考 答案 的 分 析 : 由 我 们 耳 抑 能 
详 的 “指数 爆炸 , 直线 上 升 , 对 数 缓慢 ?可 猜测 出 
结论 “nn < n(neN*)”, 所 以 欲 证 结论 的 右边 
可 能 有 简洁 证 法 . 解答 中 构造 的 沙 数 是 不 易 想 
到 的 , 所 以 应 当 寻 求 本 题 的 常规 证 法 . 文 [3 对 该 
题 给 出 的 解法 就 很 常规 : 

用 导数 极 易 证 得 lnx < x(z 之 1), 由 其 立 得 

lnn<n< nm 十 二 十 十 才 十 : 十 二 二 1 (ne 


4 
N En 2). 











—l1<0, 好 in ~ 


十 云 十 


1 
3 





教学 教学 


2012 年 第 4 期 

故 题 4 右边 的 不 等 式 也 有 ' 题 设 " 多 余 之 嫌 . 
左边 用 数学 归纳 法 及 导数 也 极 易 解决 (无 须 
构造 孙 数 并 用 累加 法 ): 

当 n 二 2 时 显然 成 并 . 

假设 mn = 大 时 成 立 , 即 池 十 人 十 子 十 … 十 
2 < Ink(k Ee N 且 k > 2). 下 证 % 二 上 十 1 时 不 
等 式 成 立 ， 即 志士 二 十 二 十 十 < ln{( 大 十 


4 上 十 1 
D)(EeN 且 K > 2). 只 需 证 明 


1 1 
im 十 天 二 < In(k 十 1), 即 证 jn + }) > 
rt 这 只 需 用 导数 证 明 
1 1 
mn (1+¥) -a > o>0 es 个 


用 导数 可 证 g(z) = In 1 -> 


0) 是 减 函数 , 又 ,img(z) = 0, 所 以 gtz) > 0， 
得 @ 成 立 , 所 以 要 证 结论 的 左边 也 成 立 ! 

题 5 设 {an} 是 由 正 数组 成 的 数列 , 其 前 
nn 项 和 是 Sn, 且 对 于 n € N*, 都 有 89， = (an 十 
2)2. 

(1) 写 出 数列 {an} 的 前 3 项 ; 

(2) 求 数列 {@n} 的 通 项 公式 ; 

(3) 设 如 = 一 和 一 ,TT 是 数列 {04} 的 前 n 

CnmCnmn 十 1 
项 和 , 若 到 > 20 对 于 < IN* 恒 成 立 , 求 正 整 
数 m 的 最 大 值 . 
参考 答案 : (1) Q1 = 2, 0Q2 = 6, 3 一 10. 
(2) an = 和 2. 


_ 1  _1 
(3) bn = 3 2n—1 hi) 


-1f(1_-_ 1 
ln=3 ( 4) 


(Znjmin 一 71 一 3 
T, > 20 对 于 mn EeJ* 人 恒 成 立 


< 一 (7> jn 太一 > 四 


< 全 7 << 63， 


文 引 对 第 (3) 小 题 的 注 记 : 因为 6 二 二 
Qn = dn-2>0,ant = n+2> 0, 所 以 12 = 
b1 十 bz 十 … 十 bn 的 各 项 ,bz,-…- ,bn 都 是 正 数 ， 
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(Tn)min = 卫 . 说 明 此 题 不 需要 求 T, 这 可 能 是 
出 题 者 始 料 未 及 的 , 因为 命题 者 的 意图 是 考查 列 
项 法 求 和 与 恒 成 立 问题 

出 现 此 情形 的 原因 也 是 题 设 有 多 余 的 部 分 
题 6 (2009 年 全 国 高 考 湖北 卷 理科 19 (2) 


已 知 数列 {on } 的 前 mn 项 和 Su = -on 一 (3) 








2 
十 2(n 为 正 整 数 ), 令 cn = 二 La Ts, = cl 十 
ca 十:…' 十 cry ,并 子 
以 证 明 . 


参考 管 案 : 先 求 出 an, 再 求 出 cn, 用 错位 相 
减法 求 出 TT,, ……… 

对 题 6 参考 答案 的 分 析 : 这 道 高 考题 及 其 解 
答 均 常规 自然 , 能 否 有 不 同 解 呢 ? 我 们 先 看 文 图 
给 出 的 简 解 : 








由 题 意 可 得 ， 

an = 了 ;IT -2x3+3x (#) 十 4 X 
全 ry) 
2 2 

所 以 

Nl<aT D4 < i 
T= 4 > gt 

所 以 , 当 n = 1,2 时 , 7 n< oT i; 

当 n 之 3 时 , 7 > 元 王 ， 


我 们 再 来 分 析 产 生 这 种 简 解 的 原因 : 7Tn = 


3 二， lim T, = lim 3- 号! —3> 


5 
2 = im, me 况 明 当 n 一 o0 时 , Tn 一 3 





3 
所 以 取 T, =2 x 3+3x (人 十 4x (§) + 
DD (§) 中 的 前 若干 项 的 和 就 可 大 于 
>， 因而 出 现 了 文 图 的 简洁 证 法 . 出 现 此 情形 的 
原因 还 是 题 设 有 多 余 的 部 分 . 


or 可 将 此 问题 作 如 下 改动 : 斌 比较 Th 与 
的 大 小 , 并 子 以 证 明 ， 





二 
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+1 bn _ a_ 

Tn +1 

?二 

与 元 ”的 大 小 
加 nt+3、_3 . 
"nl 2, 3, 4 时 ， 入 on > 对 二 Ti 
、 ~ 5 刀 十 3 3 、 2 
下 证 当 n 5 时 ， Dn 2n 1 即 证 27” 十 


7n 十 3 < 3 X27”, 这 用 数学 归纳 法 极 易 获 证 , 下 
面 用 二 项 式 定 理 来 证 : 

= (1+1)” > ON+O+CO2+.…+ 
Cn-2 + Cn-1 -Or (因为 n> 5) 


n(n— 1) 
2 


-2|:+n+ 一 2 十 也 十 2， 


所 以 只 需 证 明 20 十 7n 十 3 < 3(n? 十 ++ 
2), 即 证 (7 一 1)(n 一 3) > 0, 这 由 之 5 立 得 . 
所 以 , 当 mP = 1 2, 3, 4 时 , T, < 一 52 


2n+1 
当 n 之 5 时 , 五 > 二 
(因为 lim T= lim 4 


1 
dim 于 所以 不 会 出 现职 =2x>3+3x 


(3) rax (4) + 人 有) 中 的 
前 若干 项 的 和 就 可 大 于 3, 又 由 3 > 一 62 获得 


an+1 
文 引 那样 的 简 证 .) 

笔者 建议 , 编 拟 数 学 题 时 不 要 让 题 设 有 多 余 
的 部 分 , 更 不 要 出 现 题 设 多 余 甚 至 互 不 相 容 的 情 
形 . 

普通 高 中 课程 标准 实验 教科 书 《数学 4. A 
版 .必修 》( 人 民 教 育 出 版 社 2007 年 第 2 版 ) (下 简 
称 教科 书 ) 第 46 页 习题 1.4 的 第 10 题 是 (9: 

题 7 设 函数 /(z) (z e RR) 是 以 2 为 最 小 正 
周期 的 周期 函数 , 且 z € [0,23j 时 jz) = (zx 一 
1)2. 求 F(3)、/ (3 ) 的 值 

与 教科 书 配套 使 用 的 《教师 教学 用 书 》 第 44 
页 给 出 的 答案 是 : 

由 于 f(x) 以 2 为 最 小 正 周 期 , 所 以 对 任意 ZE 
R, 有 f(z 二 2) = f(z). 于 是 : 

f(3) = f(1+2)=f(1)= (1—1*=0, 


/9-0 
人 
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变 式 1 设 周期 函数 ftz) (z € RR) 的 一 个 
周期 为 2, 且 zZ e [0,2] 时 f(x) = (x — 1)?. 求 
f(0), f(2). 

解法 1: 直接 运用 题 设 “cz e [0,2] 时 f(z) = 
(z 一 1)*” 求 解 : f(0) = 1, f(2) = 

解法 2: 先 运用 题 设 “zz E [0,2] 时 f(x) = 
(z - 1)2" 只 求 (0), 7(2) 中 的 一 个 , 再 由 是 设 解 
“周期 函数 f(z) (ze 及 ) 的 一 个 周期 为 2? 求 出 另 
一 个 : f(0) = 1, 了 (2) = 

变 式 2 设 周 期 函数 (Zz) (z e R) 的 一 个 周 
期 为 2 且 z e [0, 匀 时 f(z) = z2. 求 1(0), f(2). 

解法 1: 同 变 式 1 的 解法 1, 得 

f(0) =0,f(2) = 4 

解法 2: 同 变 式 1 的 解法 1, 得 

f(0) = 0, 7(2) = f(0) = 0. 

解法 3: 同 变 式 1 的 解法 1， 但 先 农 1) 得 

f(2) = 4, f(0) = f(2) = 

这 三 种 解法 均 无 误 ， 为 何 会 但 到 三 种 不 同 的 
结果 呢 ? 那 只 有 一 种 可 能 : 就 是 题目 本 身 有 互相 
矛盾 的 条 件 ! 正 是 如 此 . 若 周 期 函数 f(z) (ze 
R) 的 一 个 周期 为 2, 则 只 需要 知道 f(z) 在 一 个 
周期 上 的 解析 式 就 可 以 确定 所 有 函数 值 ， 而 本 
题 中 F(z) 的 一 个 周期 可 选 自 变量 > e [0,2) 或 
x € (0,2], 但 不 能 选 z € [0,2]. 若 选 z € [0,2) 
则 下 一 个 周期 是 z < [2,4), 若 选 ze (0, 引 则 下 
一 个 周期 是 z e (2,4, 这 都 是 正确 的 ; 若 选 ze 
[0,2], 则 下 一 个 周期 是 什么 呢 ? 因为 周期 函数 在 
相 邻 两 个 周期 上 的 函数 图 象形 状 是 相同 的 , 但 位 
署 不 同 (可 以 通过 左右 平移 使 之 重合 ), 所 以 下 一 
个 周期 只 能 是 z e [2, 钊 , 那么 z = 2 时 的 图 象 在 
哪 一 个 周期 呢 ? 总 不 能 说 同 在 两 个 周期 上 吧 ! 所 
以 说 , 是 连续 函数 的 周期 函数 在 一 个 周期 上 的 图 
象 自 变量 的 取 值 范围 不 能 是 闭 区 间 , 只 能 是 半 闭 
半 开 区 间 . 

而 这 一 点 , 教科 书 上 也 没 注意 . 教科 书 第 55 
页 练习 第 2 题 是 “ 画 出 下 列 函 数 在 长 度 为 一 个 周 
期 的 闭 区 间 上 的 简 图 (有 条 件 的 请 用 计算 器 或 计 
算 机 检验 ): (1)y = 3sinz; ….…”, 第 70 页 第 
16 题 是 < 画 出 下 列 通 数 在 长 度 为 一 个 周期 的 闭 区 
间 上 的 简 图 : (Dy = 3sin | 3 一 到) ,ze Ri 
i. ”, 应 当 把 这 里 的 “ 印 数 在 长 度 为 一 个 周 其 
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的 闭 区 间 上 的 简 图 ” 改 为 “函数 在 一 个 周期 上 的 
简 图 ”. 

所 以 应 把 变 式 2 题目 中 的 “x € [0,2]” 改 为 
“7 € [0,2)”( 按 解法 2 求解 ) 或 “ze (0,2]”( 按 解 
法 3 求解 ). 

为 什么 变 式 1 的 题目 没有 错 呢 ? 因为 周期 沙 
数 f(z) 的 周期 是 2, 所 以 只 需要 知道 Az) 在 ZE 
[0,2) 或 z € (0,2] 上 的 解析 式 就 可 以 确定 f(z) 
的 所 有 函数 值 , 而 本 题 z e [0, 2] 上 的 解析 式 , 说 
明 题 目 条 件 有 多 余 , 而 多 余 的 条 件 应 当 是 相 容 的 
( 即 不 会 产生 了 矛盾 ): 必须 有 f(0) = f(2), 而 本 题 
满足 这 一 点 ! 

题 8 已 知 函 数 f(z) 对 一 切 Z1、z2 € RR 都 
有 f(z1) + f(x2) = f(zi+72), 且 f(z+5) = 
f(z 一 3), 若 f(6) 十 了 (15) = 1, 则 f(2010) 的 值 


(A) 1; (B) -1; (C) 22; (D)—2010. 

解 : 由 题 设 得 f(0) 十 f(0) = f(0)， 

所 以 f(0) = 

由 f(z) + f(-z) = f(z — 7x) = f(0) = 0, 
得 f( 一 x) = 一 f(z), 所 以 f(z%) 是 RR 上 的 奇 函数 . 

由 f(z 十 5) = f(z 一 3) 得 f(x 填 8) = f(x)， 
所 以 f(x) 是 以 8 为 周期 的 函数 , 得 

f(16) = f(8 x 2+0)= f(0)=0, 

f(6)=1-f(5)=1-f(-1)=1+/(1)= 
1, 


f(2010) = f(8 x 252 - 6) = f(-6) = 
—f(6) = 一 

选 (B). 

此 题 是 一 道 错 题 . 


由 题 设 “函数 f(x) 对 一 切 XZ1、x2 € R 都 有 
jf(zl) + f(z2) = f(z1 + 2Y2) "可 得 

f(z1 + zz 十 Z3) = flz1 + (za2 十 23)] = 
f(z1) + f(x2 + 73) = f(z1) + f(x2) + f (Ls), 

同 理 , 有 

f(z1) + f(z2) + :+ f(Tn) = cl 十 Z2 十 

“+Xn) (n EN'*). 

故 可 得 f(n) = nf(1)m eE NN"*). 

解法 1: 由 f(6) + f(15) = 1, 得 

6f(1) + 15f(1) =1,f(D) = 六， 


所 以 ”f(2010) = 2010f(1) = 2 
解法 2: 由 (zz 十 吕 = Ftg 一 3) 得 f(z 十 
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8) = f(7),f(1) = f(9) = 9f(1), f(1) = 0, 所 
以 f(2010) = 2010f(1) = 0. 

从 这 里 可 以 看 出 这 道 题 出 错 的 原因 是 两 个 
条 件 "f(z+5)= f(z 一 3)”、“f(6) 十 f(15)=1” 不 
相 容 . 

在 编 拟 数 学 题目 时 , 一 定 要 注意 题目 的 条 件 
不 多 余 为 好 , 各 有 多 余 的 条 件 它们 应 当 是 相 容 
的 ， 另 外 , 在 解 题 时 , 仅仅 求 出 了 答案 还 不 能 算 
是 完整 解答 (哪怕 求解 过 程 中 的 每 一 步 都 理由 充 
分 ), 还 要 检验 求 出 的 答案 要 满足 题目 的 所 有 条 
件 (也 包括 题目 的 所 有 条 件 应 当 是 相 容 的 )， 我 
们 平时 解 题 时 很 少 做 这 种 检验 , 特别 是 检验 题目 
的 所 有 条 件 应 当 是 相 容 的 (尤其 是 多 余 的 条 件 应 
当 相 容 ), 从 这 一 点 来 说 , 教科 书 的 这 道 习 题 ( 即 
题 7) 虽说 很 巧 (多 余 的 条 件 是 相 容 的 ), 但 这 样 


Lit tsb sb sb sd dd Perry 


(二 接 第 4-17 页 ) 

1 —1).1=n, 

点 评 上 述 两 题 都 出 现 了 nt1an 连 续 两 项 
相 乘 , 例 2 用 的 是 因 式 分 解 的 方法 , 例 3 用 的 是 同 
除 以 on+lan 的 方法 .两 种 方法 都 可 以 将 其 变 成 
我 们 熟悉 的 形式 , 因此 出 现 on+lian 时 求 通 项 , 运 
用 此 两 法 便 可 快速 得 出 结果 . 

2， 陋 项 问题 

2.1 含有 “an 2 本 Cn 

例 4 在 数列 {an} 中 , al = 1,a2 = 3, 且 
an+2 一 Qn 一 22+1, 求 on. 

解法 1: 此 题 对 m 分 奇偶 性 讨论 , 可 以 得 出 结 
果 , 方法 参照 例 1, 这 里 不 再 袭 述 . 

解法 2: an+2 一 an 

= (Qn42 — Qnt1) 十 (an+l 一 an) = 2°+1. 

仿 bn = anti — Qn, bntl + bn = 2"+1, 

(一 1)n+ibn+l — (~1)"b, 一 (一 2)? 二 1. 

令 cn 一 (一 已 "pn， 

Cn 一 cl 十 (ca 一 cl) 十 (cs 一 cz) 十 …- 


Qn 一 一 


1 
一 一 一 一 -3 。_ 3(—2)"+, 


2 2 
。 一 一 (一 1 二 1 十 二 .2rm 
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的 题目 也 有 不 足 (解答 时 需要 检验 多 余 的 条 件 相 
容 ), 也 不 具有 教科 书 上 的 习题 应 具有 的 代表 性 、 
典型 性 、 广泛 性 , 建议 把 该 题 中 的 “rz € [0, 2]? 改 
为 “z € [0,2)”. 
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2 2 
Bb = cn+l 一 an = =(—1)"*ti+ 3 27, 


_ 17 ontl 
se Qn 一 ( D) 十 


3 . 
点 评 : 对 于 出 静 “an+2 一 an” 的 隔 项 问题 合 
适 地 选择 上 述 两 种 方法 便 可 迎刃而解 . 


2 9 含有 “ Qnt+2 ,, 
Qn 


例 5 已 知 m = 1,02 = 2， 有 2 = 2", 
求 an. 
解 : (1) 当 n = 2 天 时 ，22k+2 at 一 22k 





Qa4 ae C2K 
ok 一 Qo 和 一。 二。 am 
CQ2 wa Qok—2 
— 9.92.94 ，， 。 92 一 
ok? 一 大 十 1 


Ea, = 2 有 +1 (n 为 偶数 ). 


(2) 当 n = 2k 一 1 时 ，22k+1 = 22k-1 
C2 大 一 1 
C3 &5 C2K 一 1 
Qok—1 一 1 和 
C3 C2 大 一 3 
一 1.2L1.923. D2k— 
— 2 ， 
即 an = 1 3 各 为 厅 煌 ) 
， n=2k—1, 
“Qn 一 (kKkEN*). 
J n=2k, 


点 评 : 对 于 出 现 “+t2” 的 隔 项 问题 ， 需要 分 
奇偶 性 讨论 得 出 答案 . 
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数学 问题 与 解答 


2012 年 第 2 期 问题 解答 


oooooooceoooeeeeoooeeeoeeeoeeceeoeee ! © 


846. 在 人 4BC 中 , ZC = 90°, D 是 AB 上 
一 点 , 使 BD = BC; 已 是 过 4 上 且 垂直 于 4 的 
直线 上 一 点 (点 及 C 在 42 的 所 侈 )， A 

区 避 
4C: DE 交 AC 于 点 ,求证 : 一 一 一 Doe=Bs: 

(401555 ”重庆 市 合川 太 和 中 学 ” 表 安 全 供 
题 ) 

证 : 如 图 1, 设 万 已 交 A4BC 外 接 圆 于 点 G， 
连 AG、CG、 CE. 





1 

由 于 LC = 90°, 4B 是 和 人 4BC 外 接 圆 直径 ， 
故 AEB 与 人 4BC 外 接 圆 相 切 ， 

LCAE = LCBA. 

又 由 于 人 4CE 和 八 BCD 都 是 等 采 三 角形 ， 
故 ZCEAh 二 LCDB, A、D、C、E 四 点 共同 . 

EAL AD, 

.该 圆 的 圆心 必 在 DE 上 . 

又 Z4GC = 180° — ZLB = 180° 
2ZAEC, 

所 以 G 是 四 边 形 4DC 五 外 接 唤 的 圆心 . 

于 是 GA = GC= GD = GBP = 3DE, 

/LGCA = LGEA = LDC4， 

pu bE 0 eS 
DC .DG— DC.DR = DF.DG. 


-LCAE = 


上 式 两 边 同 除 以 DC . DF . DG, 得 
1 1 1 
DF DG DC 
移 项 得 
1 _1l1 -1 .2 
DF DC DG DE 
847. 已 知 忆 是 正 整 数 , 求证 : (sec zcsc 2)27 一 
(sec2m zw 十 csc 各 2) 22 一 271 
(274300 ”山东 省 单 县 二 中 齐 行 超 供 题 ) 
证 : 设 tanz = t, 则 由 二 项 式 定理 及 柯 西 不 
等 式 得 
(sec2r 7 — 1)(csc*”* zw — 1) 


= 0 - | Ge 


n 1 
(0 让 1 + 二 
= [(VCL (ae C2t2)2 +4...+ (VCR )) 
Vee) a 
— > 2 十 1, 
所 以 (secz cscz)2m 一 (sec2" x + csca" 2) 
> D2n _ ontl 


848. 已 知人 4BC 的 重心 瑟 在 该 三 角形 内 ， 
又 点 人 及 到 顶点 4、B、CO 的 距离 分 别 为 1]、V2、 
V5, 试 求 垂 心 鼎 到 三 条 边 BC、CA、A4B 的 距 

(223800 ”江苏 省 宿迁 中 学 ” 陈 炳 堂 供 题 ) 

解 : 如 图 2, 设 A4D、BE、CF 为 AABC 的 
三 条 高 , A4BC 外 接 图 半径 为 RR, 三 内 角 A、B、 
C 所 对 的 边 长 分 别 为 4、b、c. 
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B D CC 
图 2 


‘* ZAHC =180° ~ (ZHAC + ZHCA) 

= 180° — (ZHBC + LHBA) 

= 180° — ZABC, 

“ 人 AHC 的 外 接 圆 与 人 4BC 的 外 接 圆 是 
等 六 即 人 AHC 的 外 接 圆 半径 也 是 尺 ， 同 理 , 
人 和 AHB 及 A 和 ABHC 的 外 接 圆 半径 均 为 RR. 

由 正弦 定理 ， 

HA=2RsinZACH = 2Reos LCAB, 

双 a= 2Rsin LCAB, 

“. HA?+o? = 4R:. 

同 理 , HB? 十 b= 4R?, HC? 十 c2 = 4R. 

… HA=1, HB= V3, HC = VS, 

“1l+a=2+0=5+c, 

a= V4 十 c2， b= V3 十 ec2. 

* ZABC + LCHA = 180°, 

"cos ZABC + cos LCHA=0, 即 

C+toh ,1 +(V5)—r 

一 十 一 一 一 和 一 二 0， 

2c0 2.1.V5 
亦 邑 

c 十 (4 十 c) 一 (3 十 c2) 

2cV4 二 c2 


2 2 
由 此 得 一 二 = 二， c? > 3, 且 化 简 


得 一 2c8 一 20ct 十 26c2 一 5==0, 

即 (cz -5)(ce+3cd -502+1)=0. 

‘Cc2>3, 

“C+3ci—5c+1>c+9c 一 5c2 十 
1 > 0. 于 是 c2 = 5, c 二 V5. 进而 

a = V4+c = 3,b = 2V2. 

由 3 =a = BD+CD = v2 二 万 万 ? 十 
V5 一 万 D2 得 3 一 V2 一 万 Pz = V5 一 HD2, 两 
边 平方 化 简 得 V3 一 万 7z = 1, HD = 1. 同 理 
可 和 解 得 HE = 2, HF = 2 


349. 已 知 吕 OO 的 非 直 径 弦 AC 与 BD 相交 于 


6— (3+e) 
2V5 
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点 时 ,射线 BA 与 CD 相交 于 点 P, 过 点 4、C 作 
QO 的 切线 相交 于 点 入 , 过 点 B、D 作 @O 的 切 
线 相交 于 点 @, 求证 : P、Q@、N 三 点 共 线 . 
(404506 重庆 市 云 阳 县 江口 中 学 ” 美 官 扬 
供 题 ) 
证 : 建立 如 图 3 所 示 的 直角 坐标 系 , 并 设 〇 O 
的 方程 为 2 十 只 = R2. 连 BC、PM 并 延长 交 
有 CC 于 点 五. 
设 2 一 Al， FS 一 A2， 


DC 
S S 
则 和 十 M2 = 人 2 + PMB 
SABMC SABMC 
_ 5AP8C 一 5ABMC _ PE ,_ PM 
SABMC ME ME 
‘BE 和 2 





图 3 


设计 (m,n), 并 用 Ya、Z4 分 别 表示 点 4 的 
纵 、 横 坐标 等 . 由 定 比 分 点 公式 可 得 (1 十 入 1)x4 
一 ZP 十 XIZB, (+ AYA = yp + MYB. 

因为 点 4、B 在 QO 上 , 因此 有 

(zp+AzB) + yp+AYB) = (1+A)?R?, 

Mz% + My = MR?. 

两 式 相 减 得 Tp(zp 十 2 和 AMXB) 十 yp(yp 十 


2A1VB) = R?(1 十 2 和 AT OD 
同 理 有 zP(ZP 十 2Xazc) 十 YP(VP 十 2X2yC) = 
R2(1 + 2 和 2) 四 


@+@ 并 除 以 2 得 zp(zp 十 NizB 十 Nazc) 二 
ypP(yP 十 AlVyB 十 A2yc)=R2(1 二 和 1 十 和 2).…@ 
由 二 和 二 和 1 十 和 可 得 

m(l 十 和 il 十 和 X2) 一 ZP 
TE 二 一 OCC 


De @® 
入 1 十 入 2 
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_ 8 二 和 十 2) 一 gP 如 一 -一 一 的 一 切 项 ， 
y= @。 包含 了 形 如 parpas， -pe 的 一 切 项 ,其 中 
又 由 8B 二 和 2 可 得 Og oi lll Kis s). 
一 -一 一 一 8 
EC NY 由 于 1, 2，…, 了 中 每 个 数 的 素 因 数 痢 不 起 
了 呈 一 人 3 + 20 a 过 PP,， 且 所 含 次 数 都 不 超过 ,4 因而 > 2 中 的 每 
_ NYB + NYG ee @ ”一 项 都 在 前 述 展 开 式 中 出 现 , 故 
Al+ 2 了 (了 1 ~ 1 2008 
由 含 、@ 得 县 Pt ‘+E+1 > > E> . 


?2(1 十 和 Ai 十 Xz2) 一 2ZP 十 入 ZB 十 和 27Ci 

同 理由 加 、@ 得 

?2(1 十 Al 十 和 2) 一 yyP 十 XIVB 十 X2gyc- 

代入 图 得 

(1+A+A2) (mrpt+nyp) = 
即 rnzpP + nyp = R2. 

.… 点 书 在 直线 mz 十 ml = R2 上 . 

因为 切线 AN、CN 的 方程 分 别 为 

TAT+YAY = R?, zcz 二 Woy = Re. 

点 丹 既 在 4N 上 又 在 CN 上 , 所 以 

ZhZN + YAYN = R?, ZCZN + ycYyN = BR’, 
即 直线 4C 的 方程 为 zwz 十 yny = R?. 

因为 点 MT 在 直线 4C 上 ,所 以 mzxn 十 nyn = 
R?, 即 点 入 在 直线 mz 十 ny = R? 上 . 

同 理 , 点 @ 在 直线 mz 十 ny = 尺 上 . 故 P、 
C、 六 共 线 . 

850. 设 o(n) 表 示 正 整数 nw 的 正 约 数 之 和 , 求 
证 : 存在 无 穷 多 个 正 整 数 n, 使 o(n) > 2008n. 

(法 国 考 题 200002 上 海 市 黄浦 区 教师 进 
修学 院 有 周 元 解答 ) 

证 : 因 调和 级 数 2 计 是 发 胡 的 , 故 存在 T < 


R?2(1+ 和 1 二 和 2), 


N”, 使 站 1 > 2008. 

记 且 证 从 小 到 大 第 上 个 素数 取 M € N*， 
使 PM = 2M > 7T. 于 是 当 !LE N* > M 时 , 总 
有 PL>P>P™>T. 

设 sE N*, 使 PB < 了 TT < Pri. 
N*,l> M, 令 n= PIP!.....P!, 

则 cm) = 卫 Q+ 忆 + 二 到 


] 1 
=n 二 一 二 十 … 十 让 十 11. 
直人 直 ， P-! Pp ) 


注意 到 让 (十 二 十 直 +1 ) 的 展开 式 


对 i Ee 


于 是 (om > 2008n. 
由 于 可取 不 小 于 MM 的 一 切 正 整数 , 因此 命 
题 得 证 . 


2012 年 第 4 期 问题 


851. 在 A4BC 中 , ZBAC = 90°, 4B = 
AC, 点 M1、 Mo 在 边 4C 上, 且 AMi = CA， 
过 4 作 4BI 1 BM 于 Hi, 4AH2 4 OM 于 Hy, 
OO 为 BC 的 中 点 , 求证 : 

AHi . AH,» = 2.0H .OH,. 

(610031 ”四川 省 成 都 市 ” 洽 晓 得 供 题 ) 

852. 设 实数 ab 使 方程 ZL 一 az3 一 br 一 aZ 十 
1 = 0 有 实 根 , 求 o2 士 包 的 最 小 值 . 

(473200 ”河南 省 方 城 县 教研 室 
题 ) 

853. 已 知 正 整 数 六 = 4c 十 3(c €E N*) 为 合 
数 , 求证 : 入 的 因数 个 数 ( 含 1 和 它 本 身 ) 为 偶数 . 

(433123 ”湖北 省 潜 江 市 江汉 油田 高 级 中 学 
舒 云 水 供 题 ) 

854. 设 zi; > 1, i 二 1,2.. 


邵 明 完 供 


-n(n 之 3), 且 

ny 1 、 nn 

2 一 二 一 1, 求证: ii > Vi 一 1 
i 这 1 i=1 


一】 
(712000 ”陕西 省 威 阳 师范 学 院 基 础 教育 课 
程 研究 中 心 ” 安 振 平 供 题 ) 
855. 人 4BC 中, 三 内 角 有 A、B、C 所 对 三 边 长 
分 别 为 a.b、c, 外 接 圆 ,内 切 癌 半径 分 别 为 尺 、7， 
2 4 


求证 : 
.2B 2C 
csc? 人 csc 和 Csc? 才 
2 2 2 2 <1 
Ri Brie Bro orb ~ 2r2 


(643200 四川 省 富顺 县 城关 中 学 ” 李 显 权 
供 题 ) 
(本 栏目 负责 人 李 大 元 ” 汪 纯 中 ) 
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向 说 分 形 几何 


200002 华东 沽 并 

什么 是 分 形 儿 和 何 (factal geometr)? 至 今 还 
没有 一 个 很 确切 的 定义 ， 

首先 "分 形 "(fractal) 一 问 是 美国 数学 家 曼 德 
勒 罗 (Benoit B. Mandelbrot. 192: 2010) 下 
1975 年 很 据 拉 于 文 构造 出 来 的 ， 其 原意 是 不 规 
风 、 支离破碎 等 意义 . 作为 一 个 学 科 的 分 形 几 何 
学 从 此 延生 了 它 是 以 非 规 则 几何 形 念 为 研究 
对 综 的 几何 党， 由 于 不 规则 现象 在 自然 办 是 普 
过 他 在 的 : 所 以 分 形 风 和 何 建立 以 后 . 很 快 就 引起 
学 科 兴 的 关注， 义 由 于 分 形 几 何 所 研究 的 空间 
的 维 数 不 一 定 是 整数 , 这 也 是 几何 学 的 -个 新 突 
破 . 

所 谢 分 形 一 般 是 指 可 以 将 某 一 图 形 分 成 数 
个 部 分 ， 已 每 一 部 分 部 基 它 特 体 尺寸 的 缩小 形 
状 . 这 个 性 质 称 为 自 相似 . 以 图 1 的 分 形 树 来 说 : 
一 个 树 杆 有 两 个 分 叉 (0): 每 一 个 分 叉 可 以 作为 
桂 丁 , 它 义 有 两 个 分 叉 (1): 回 样 每 一 个 分 叉 叉 作 
为 村 杜 . 那么 它 又 有 两 个 分 丸 (2): 由 此 不 断 作 下 
去 . 就 得 到 一 个 分 形 芋 的 图 像 . 它 的 每 一 个 局 部 ， 
纶 是 整体 形象 的 缩小 . 而 有 与 整体 笑 相 似 . 





车 ] (中 国 省 门 . 2005) 

实际 上 , 在 曼 德 物 罗 提出 “分形” 的 慨 念 之 前 . 
在 数 窜 办 已 经 有 很 多 这 类 * 自 相似 * 的 分 形 图 形 
的 例 -了 于， 如]: 

任国 数学 家 魂 尔 斯 特 拉 斯 (Wcierstrass. 
Earl Theocdor Wilholm., 1815 1807) 于 1872 年 
给 出 一 个 处 处 连续 但 处 处 不 可 征 的 例子 . 它 的 构 
得 六 法 符合 现在 所 说 分 形 概 念 . 

1I883 年 德国 数学 家 康 托 尔 (Georg Cantor. 


[了 + 
是 记 


蕊 党 站 学 水 六 上 
入 宁 广 字 汞 天 风光 


1845 .19183) 给 出 一 种 点 集 ( 图 2): 一 条 直线 , 三 
等 分 后 舍 去 路 间 一 段 ， 对 余下 的 两 段 同样 三 等 
分 后 会 去 由 间 一 段 . 无 限 反 复 上 述 工 作 . 得 到 我 
们 现在 称 之 为 的 康 托 尔 集 . 它 是 测度 为 0 的 不 可 
列 总 集 . 容易 香 到 它 基 自 相 似 的 图 形 . 


宙 钙 和 








昌 

MACALU, CHINA < . _ MACAL. CHINA 
本 一 ， ”了 
了 1 

I 

， 
a I 
可 = 
和 设 
站 一 
电 
本 人 
a 
和 Y Ee 
时 ， 
本 
: 3 
的 ae 
L 





[等 2 (中国 澳门 . 2005) 


图 3 (中国 澳门 , 2000) 

位 区 (Helge von Koch. 1870. 
192 二 于 19( 坟 年 也 提出 :个 处 处 连续 但 处 处 不 
可 向 的 例子 .其 均 造 廊 法 基 : 在 一 条 直线 段 (图 
3 中 全 上 上 作 三 等 分 . 取 小 间 一 段 为 底 作 向 上 正三 


角形 . 删 去 这 个 正三 角形 的 底 边 , 这 时 直线 段 变 
成 由 4 茶 小 直线 段 连 结 而 成 的 折线 (图 3 路 1). 对 
每 条 小 直线 自作 三 等 分 , 取 趾 间 一 段 再 作 疝 外 的 
正三 角形 (图 3 中 2). 继续 上 上述 工作 得 图 3 中 3. 无 
限 进 行 下 去 . 就 得 到 一 个 处 处 连续 但 处 处 不 可 微 
的 例子 如果 对 某 “正三 角形 的 每 一 迪 , 部 按照 
土 述 广 法 操作 . 则 得 到 个 当 花 图 案 . 也 称 为 科 
蒜 当 花 (出 4 基 科 赫 当 花 的 绘制 过 程 ).( 待 续 ) 
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了 ( 琐 赐 小木 杜 , 2000) 


从 数学 的 “里 





芝 斌 教学 ” 谈 到 “话语 权 ?” 


问题 


2 


背 输 的 一 大 创意 是 闪 坛 教学 的 


中 上 国 妇 尝 章 
十 亚 来 1 二 户 面 
(DD) 在 小 党 数学 教主 


乔 , 右 时 学 华 汐 尝 这 教 

介 ) 顾 ; 今 汇 部 授 的 吾 消 经 验 提 于 " 泽 试 指导 、 
效果 回 授 的 教 党 稼 咯 : 

(3) 陈 奸 稳 教 授 的 弛 宇 诀 . 有 和 完 敌 后 说 , 师 
生 闲 作 

显然 尝试 教学 "是 中 国 的 创造 . 与 过 对 应 
的 是 西方 的 话语 : “探究 、 发 现 

盯 该 说 .5 试 教 学 "的 提 法 
而 救 育 . 

蕊 既 簿 虑 到 激发 党 生 的 思考 ,体现 学 生 的 
学 习 主 体 地 位. 义 关 注 到 实际 的 效 杂 , 特别 是 小 


: 得 盾 二 用 于 类 


水 六 六 宦 


党 和 初中 学 生生 龄 较 小 . 心智 尚 不 成 员 . 要 他 
们 控 罕 发 现 从 种 一 个 还 题 (Projeet) 的 设 | 
仙 探 讨 . 完全 要 和 独立 地 鬼 索 . 术 狗 过 于 江 重 ,，* 
试 教学 的 好 处 基 

(1) 从 试 的 起 点 低 人 人 于 能 参与 : 

(2 从 这 答 证 犯 答 . 减轻 学 生 的 心理 负担 : 

(3 引 泽 试 不 必 移 成 个 课题 . 可 以 浅 尝 加 让 . 
沁 活 把 据 : 

(这 还 强调 教师 本 导 . 拓 关 这 河 : 

(5) 2 * 试 成 全 较 低 可 以 提高 才学 关 效 华 

应 沪 说 ,. “从 试 教学 "基本 于 化 的 : 探 3 证 、 发 
网 具有 强大 的 生命 力 

我 国 数学 教育 办 要 把 握 门 己 的 话 阁 相 . 重视 
站 已 时 全 和 车. 大 专 说 .“ 稚 试 教学 "好 ! 


cr Ac 


(上 接 弟 芋 :2 页 ) 
近 线 y = 0. 故 可 本 出 天 数 (4 
二 3) 
I hire, 
舅 期 当 w E a 时. wy = -1 一 
无 交点 , 由 a = 无 解 : 


) 的 正确 前 图 (如 | 


lt 1 一 与 y = 


【有 一 个 交点 a = In 有 - 解 : 
aE @ < 时 y= 


Wu € (一 区 .0 
人体 和 由 下 


本 = 和 有 了 两 个 


交战 , 区 和 三 jz 有 两 解 . 

雇 沁 :在 作 削 数 图 像 时 .往往 衙 旧 克 虑 泊 尖 
的 定义 域 、 奇偶 几 、 周期 性、 特殊 点 (与 坐 你 外 的 
交 扎 、 不 运 续 局、 不 可 导 点 等 )、 单调 反 间 、 优 侦 
忌 、 因数 凸 诈 、 所 点 以 及 运用 圾 限 已 中 研究 的 罗 
的 走势 节 渐 近 线 等 只 有 通过 研究 图 数 注 人 态 准 
i 潍 效 因 像 . 才能 有 效 数 形 络 合 . 

.在 导 效 的 学习 中 第 第 沉 又 加 到 定义 
路 去 组 玫 别 各 种 撒 辐 质 东 的 问题 . 才能 有 效 
浴 免 错 认 识 . 
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